第三版序言 


当 A . fl . 辛欽 ( Xkhimii ) 的这本书由苏联国家数学物理书籍 & 

出版社刊印第三版时，作啬 LL 經逝世了.因此,本版除去增添了一 
些关于文献的注解之外，沒有作任何修改， 

虽然辛鈥写此书巳是二十五年以前的事了，但它仍使人讀采 
新親有味.难怿在最近十年中，屯被許多国家翻譯再版了很多次， '： 

幷且，由于計算技术新工几的发展，穴然地引起了对各种計算算 
法，其中也包括連分數算法的注意.在这方而，几年前曾出 現了‘ 

A. H. 霍萬斯基 （XomiicKHti) 的一本存实用意义的专著（“連分式 
I及其推广在近似分析問題上的应用， ItpnioiKeHHe 明 nrajx spoOeft 
E bx o6o6ineHEfi k Bonpocan npafjiHHceHHoro aHajiHsa", 苏联国家 讓:： 
技术书籍出版社，1956年 《). 虽然辛欽幷沒有提出类似的目的 
可是他的书对于連分数算法的硏究，对于数的度量理論这一^入 . 

而有趣的間題，都可以作为一个根好的引論.、作者在后-_相..:.¥ 

发展上貫献了很大的力 m . 第三萆的大部分是他的硏究成弟. ? ：；y. 

我希望所推荐的这本书将有象二十五年前那样多的厂太嫌者 
津津有味地来閱讀，而本人也就是二十五年前的讀者行詢中的: f 屢 


B. B. 袼涅 S 科 (r H eAeiim) 


O 此书有中薄木，叶乃赞譯，科爷出版 Sh , 1叩 2 年.一譯者注 




第二版序言 


本书第二版与第一版扣比較， 沒有 艰要的修改， 

从本书出第一版之时起，关于速分数的 其他俄 文专著述未出 
現.在包含連分数初步知識的--般的数論教本屮，可以推荐,1 A . 
格拉維 ( Tyaiie ), B . 溫科火(你說 ni ) 及 11. U , 阿諾=尔德 ( Ajihmj ^) 
的书。 


年 W 月 A . 辛歎 


第一版序言摘要 


速分数理論(或者 斑常 見地称之为分数理論)硏究一种特 
殊的算法，它足数学分折.槪率淪.力7 ./特_別是数論中的重要工具 
之 一. 这本初級入 f ll i 性讀物的 n 的仅在. - r 向遛.者介紹形如 

1 

中、 — ]-^-〒--— 

tf t 十 ' 

的所謂亨—連分数， icn : 耍是一切“元粜”《;(纟>1)为正整数 的連’ 
分数.这个最 m 耍的同时也品硏究得最多的連分数类，是連分数 
理論的极大部分算术应用与很多分析应坩的某础. 

我认为出版关于連分数理論的专題性初等著作是必要的 .pg 
为这一理論过去是中$数孕教学火綱中的一部分，現在却被删去、 
了 ，因 此沒有被写进新的初等代数教 本里； 另一方面，高等学枚(甚 
至綜合大学的数学系)教孚大綱中也沒有規定讲授这种理論，因此 



高等学校的相应的新教本中 A 然也沒有談到連分数. 于是， 有必' 
要掌振这一初等工 Jl 的守家們就不得不寻找革命前的教科 书或国 
外的专著了， 

因此,本书的基本 H 的在于塡补我們教科书中的这一空白，因 
而15必領是初等的和尽可能通俗的书：这在很大程度上預先决定 



了本书的体例.似是，为 f 适应各种应用的需要 ，它 的內 f 有 g 已 


超出了最低限度的范特別是嵌后一章包含费建分数的度量理 
論 (或槪率論)的基础，这是 節:要 的新篇章；其次，在第二章內許多 
地方，我試图在不起出初等范圃的条件下，尽可能地费重指出速分 
数这一工具在硏究无理数的烊术性质时的基本作用.我认为，旣 
然出版連分数理論甚础的单行本，不提到这些最宫于現代科学意 
叉的部分是可惜的事. 

' 至于談到材料的安排，这里必須說叨的只是在第一章 先叙述 
了理 論的形式部分（这里說的基本上都是元素为正数——不一定 
是整数 ——的連分数，或常常更广泛的是元素为簡单独立变: K . 的 
連分数），我 們先将所硏究对象的形式方面的性质吿訴 鑌者，再讲 
到它 的內容 t 这样做是有缺陷的——卞便形式与內容相 脫离,——^ 
这从教育 学的角度来看也是不奸的. 

. 但是，不言自明，这样作能够达到方法学上更大的明确性（因^ 
为讀者可以直接蒞出，連分数的哪些性质依賴于本身的构造 ，曄些 1 
性质是元素为芷整数的連分数所特有的）.提前叙述形式 部分可 
使算术理論（它是全部理論的实际对象）的进一步发展建立在 E 經 
准备好了的公式的基础上，因此可以把讀者的全部注意力集中于： 
所叙述材料的內容方面去，不再被純粹的公式推导分散了糖力. 

I 935 年 2 刀 12 0 莫斯科 A ■辛 ft 
































§1 W 言 


如下的表迖式称为 la 簡迚分数 t 



⑴ 


字母 a 。， …在最一般的情形下理解为独立变優；根据 
不同的需要这呰变 ii 可以在不同的 M 中取値.例如，可以认为％， 

%, -* 是实数成复数，一个或多个变 a 的函数，等等.按照本 
书的目的， 我們假定％% 都是 f 譽 ； a 。 为甲亭字_ .我們称 
’这些数为給定的連分数的亨甲.元个数可无限.在 
第一种情況下，我們可将此*連*分数表为如下形式 

1 

® o + 1 ~ 

a 2 ^ - -i, _ (2) 

— 1 
+ - - 

幷且称之为有限連分数,或更确切地称之为 h f 達分致 I 所以邦項 | 

連 毋数疳 元素)；在第二种情况下， 我心 将連分数表为 (1) | 

的形状，幷称之为字甲連分数. ；I 

每个有限述分是对其元素进行有限次有理运算的結果；1 
因此按照我們對其元粜所作的假設，任何有限連分数都表示某个 '% 
实数;特別是若此連分数的元素皆为有理数，則此連分数本身也鸯； | 
有理数， ■ 

反之，我們不能直接认为无限連分数代表某个数値.至少，在 || 




















?^^^得进一步的 


第一章工 a 的性质 

• 步的結論之前，屯只萣一种形式上的記号，就象无穷級 
數，在屯的收敍性問题还未提出財，也只是-~种形式上的32号.但 
是，它应当是数学硏究的对象. 

为了方便起見，我們約定， 今后将无限連分数（1〕写成如下 

形式 

[« 0 j <!■] . U s , …], (3) 


又把有限連分数 g) 写成 

[<Zo', , f/.2, 


_£j ； 


⑷ 

^ 这样，有限連分数的项数 就等于位子分号 r 押]記号（指元素）的个 

数 .• 


我們約定，把連分数 

[«0； « i , a 2 , 


%] 


称为連分数⑷的卞% 在此，0< rt :间样诎. 3左>0时,莪們称 s* 
为里•的节 . H 然，彳 「:H (有限或无限)連分数的节都 
是有限連分数. 

其次，我們約定，把速分数 

矿 ti = [a'/c ; g-t T j , ••■ , a.,] 

称为(有限）連分数⑷的金 -A- :类 fl, 地把速分数 

— [ f ^.t I . j, ".t+u, ..."! 

称为(无限)連分数⑶的 n -然, 冇限述分数的一切佘式也是 
有限連分数,无限速分数的一切佘忒都是无限速分数. 

対于有限連分数 ，按 其定义推出尖系式 

[® o ; g iT «„] = [ c 0 : a k , a 2j u *] 


(S) 


对于无限速分数，类似的关系式 

[«»； a 1} a 2l •■•] = [« fl ; a 1% g ., ? 




R 有形式的意义，因为等式右端的元素 Tlc 是无限速分数， .它 現在 

还不是任何确定的数値. 



















漸近芬齩 


3 







u 



P 漸近分数 


每一个有限逋分数 

(i-j, a s , ■■■, a„] 

都是对 It . 元素进行有限次打理运算的結果，所以避其元素的布理 
函数，因而可表为关于办 .心 ，… ，叫 的两个整系数多項式之商 


l J \u ,, <ii, • 

.’4!) 

a-], * 

w) ’ 


如果这些元素収定 了数 K ，則此座分数可表为普通分数 f 之形. 
但此表示法 n 然不足啪一的.对千我們以后来說， ® 耍的是它的 
某个，宇 fiffi 印分式农不式… --- 我們弥之为命 f 此发乐式我 
們用！确定之. ' 

我們采川分数- ft : 为審®迚分数[%] =«。的标 a 式.現在 
假定对于项数小于 w 的速分数部巳确屯了其标准式，按照 ( 5 ) 式我 
們可将项迆分数[叫冲，…， a ] 写为 

t «0； «1,…，""■卜 l > Wl ] =<〜 + .丄； 

■r 1 

这里% Bll ] 项連分数，听以_它的标准式&經 

确定；設它可表为 

r . V' 

7 厂？•， 

这时 

K; «i, ■•■, «,] =ia '> 十吾 = -> 

我們用此分数作为迆分数 l>v 《„] 的标准式;这样，設 

[«, ，: «1, «,.] = 

r-i =-- [(. T i : u-o, ■■■, - 二 


.：.* 










第一章工具的性逋 


則对于这些标准式的分子与分母有关系式： 


+ (/, q^ p 1 . (6) 

同时我們看出,对于项数为任葸的有限連分数，我們已唯一地 
确定了它的标准式. 

在連分数理論中,連分数（布限或无限 ）《=" [ o 0 ；« i f %,…]的 
节的标准式起着特別重要的作用;节 

s 广 [a,,; a x , a. A , ■, 


的标准式我們 ffl ^来玫示，幷称之为連分数《的&阶漸近分数. 

( 1* . , .. , 

此槪念財于布限或无限的速分数《都是以同一方式确定的；不间 
之点仅仅在于，有限連分数只有 fr 限个漸近分数,而无限連分数的 
漸近分数形成无劳集合.对于 a 项浊分数《,显然， 


^- =a; 

<h 

这样的連分数共有 n+l 个漸近分数(阶数为0, 1, 2,. 

.定理1 (漸近分数的构成里作 

科；峰- l~p k -2 ,] 

BE 明当 糸 = 2 时， （7) 式容易直接驗趾 . 假設，当 k<n 时⑺ 
式都成立; 观察連分数 

[ Or ； « s , «„] 

幷且用 f 衷示它的 r 阶漸近 分数: 极据 (6) 式 

= 卜 1 + ^-1, 

Qn j 

叉因为按照我們的假設 

-2+^-3, 

i ^ - i ! + 、 

(这里写的是而不是〜因为連分数[£^ ; tfj 从开 







§2 漸近分数 


fi 



始，而不是从％开始），所以根据 (6) 式 

P 广 “o(a,,.p: 卜 ; rhp; 卜 :: s') 十 (it,, (/: 卜 :; +f/ n _3) 

= - I - { f k ' p ， u--j + f /^- n ) 

= a„p n _. 1 +y l! 3j 
?.t = a ,, K - 2 4-^!,.. ；- a „ q „. iA - 

定理由此得証. 

我們所述立的递推公式 （7)， 屯以元素〜及前两个漸近分数 
的分子与分母来或示 m 阶漸近分数的 分十与 分母，乃基連分数全 
部理論中的某本公式. 

附注在硏究中入—1阶漸近分数幷 ! T 設 P - 广1，^ = 0 
有时是方便的.敁然，在此約定（而 R 仅仅在此約定）之下， （7) 式 
当 i = l 时保持有效. 

定理2对于一切 

= ( -1) k . (8) 

証明将⑺ 式中两式分別乘以办 -： t 及外-,，然后由第二式 
减去第一式，我們得到： 

又因为 

所以定理得証. 

推搶哼 f 了呼* >1 

PlzL- _P*L = (~ 1 ) t (9) 

qk-i qk qy ,' iY - i . 

定理 3 亨 

q-kfi 2—'[ h f /k 2 = 

証明将 （7) 式中的两式分別乘以旮 - a 与科. £ ，然后从第二 
式减去第一式，我們据定理2得到： 

fJkPk-Q^Pk^lc-s = ®Jfc(^/fc iPk-a - 'Pfc-i^t-a) ^ ( —1 广 1£ 5 肀， 




第一草工 tt 的性质 


搴 


定理由 Jit 得証， 

推掄 

心 — I 」 - 1 ”' (1.0) 

f/t-2 f h f Mk - 这 

E 經得到的这一系列葫单的結采，使我們很容易作出关于連 
分数的漸近分数之問相互关系的沿結論.事实上，等式 ( 10 ) 
指出，偶数阶慚近分数形成递增序列，而奇数阶漸近分数形成递减 
序列，所以此二序列彼此扣向靠近（当然这啤結論造在从 a -起所 
有元素为正数的前提下作出的 ）. 阁为据 (9) 式，每一个奇数阶分 
数都大于紧接荇它的那个偶数阶分数，所以显然，任何奇数阶漸珉 
分数必大于任何偶数阶漸近分数，从 ffii 我們得到下列結論： 

定理4 兮___ 

Mm . * 

… 4然，•鉍•对•于 ' fr •限 k * 分•数 •《: 近分 

数都小于其所对奇数阶漸近分数都大予《 (当然，最后一个等 

于《的漸近分数是例外）. 

在結束本节时，我們来証叨泠于漸近分数的分子与分母的两 
个簡单而又重要的性质 . 

定理5对 f 任何^(1<士<~ 

K ; %, •••. t /,,] (11) 

qk - ir k - + < h -^ 

(送里的队％匕竹娬于等式左揣的速分数）. 

証明据 (5) 式 

[«(I ； ai, «2, *•■；, 3„] = [«„；«!, %, %_!, r s ], 

这等式右端的連分数显然; f | k —1 阶漸近分数邦 A 阶 

q 祀 -1 

漸近分数 |就是屯 d 已，又按 ( T ) 式可得 

Vn =Pk-in+2h a., q tc = qk-ir lc + 办」 j, 

所以定理得到証明. 






无限連分数 

定理 6对 于任何 £；>1 


—%一 
qk ：i 


• [">; 山…， 辽 _ i ], 

証明 当时此关系式 ©_ 然成立，因为它就是 
7 _) 

設 i > l , il 設 已証叨 

[^■]； %-.必…， ^ i ]； 


•: 

9 fc - s 


据 CO 式 
故我們有： 


< h= - ~- a ^ ( h i+ r A 


<h , 
gn-i 


7 ic-ii 

( h-i 


如 ; Si 


因此，按照 (5) 式及 （12) 式 


…， iL 


定理由此得到証叨. 


( 12 ) 


§3尤限連分数 
每一个无限連分数 

[^o ； f H, «2, '■•] 

都对应茬一个漸近分数的无穷序列 

.芦 内…_科_ ... 

1 71 ' ’ （ h , ' 

每个漸近分数都垃弘个龙数;毋序列(1句收敍，卽它 ft 有唯一 

确定的极限《时，很卩!然地吋认为此数《是迚分数 (13) 之“値”幷 

写成 

ffi , a 3 , ■■•]. 

速分数 ( IS ) 在这时称为收斂 的; 如果序列 (14) 无确定的极限， 


(13) 

(14) 
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第一孝工具的性质 






則我們称連分数 (13) 是竽^ C % 

收斂的无限建分数类似于有限連分数的性质.下而的 
命題使我們能充分地伸这些类似性，因而它是一条基本性质. 

定理7轉轉轉 ㈣㈣ ,气0碑轉辦碎 

M 明 我們約定以求_尔迚分数 (13) 的漸近分数，又以 f 

表示它的任何余式(例如 r„) 的漸近分数. 

根据 ( 11 ) 式，显然咐 

Pi , 

^-I-r +p f ，2 

— l/^of ®a ? a s, ? ^rt+fc] ^ - ~{j —— (i~0, 1, …). 

qa+i %, 聲 +%_ 3 

1 , (15)' 

由此 H : 接得到，若 佘项匕 收斂，卽分数_■当时趋乎 

某极限，这个极限我們也用 r„ 表示，則分数^此时也趋于极 

9W*e 

限《， 

a = £tl r i!±?^. ; (16) 

"I- </ n ^3 

从关系式 (15) 中解出我們可用完全相同方式証明逆命題的 
芷确性，这样就完成了定理7的証叨 . 

注意，我們对于收斂的无限迚分数所建立的 (16) 式，完全类似 
于以前对于有限違分数所証得的 a I) 式， 因而定理5对于收斂的 
无限連分数也成立 O. 

从上节定理4显然可得关于收斂的无限連分数的下述命題. 

定理 8 $竽竽-竽兮等卞 t 平孕兮数而 

个 f 神押… • * * * … 

' _ ii,*±VM2 ^推*論引异我們从定理8得出下列結果 ，它 



摯. 



B 只須将定理 5 中的 a 理解为无限迚分数的碹*——謬者注 









S 3 无限連分数 9 

在連分数的算术理論中起某本作 ffl . 

定理 9 对任何收斂 - X ' 限速分数 （13) 的値 a 滿足不等 

亨❶ 

U — 作 ••丨 <— 1 

’A I Qjc r Ji,-\-x 

显然，当 A <%定现 U 对于有限速分数 

[« 0 ； %, …， d 

也成立，幷且仅仅在 A = 1时不等式变为等式，因为 a = 

若《为收斂无限迚分数 (13) 的値，則以下我們也将此連分数 
的元素称为零《巧年, ； 同怍地，我們把連分数 （1 S ) 的椒近分数， 
节及余式称4数近分数，节及余式.按照定理7,收敛无限 
連分数 (13) 的一切余式具冇确定的实数値. 

类似于无穷級数，对于无限連分数内然会提出关于其收斂性 
的剌别法問題；在我們所考虑的情形中（卽当以1，有％>0)能够 
提出非常簡便的收斂性判別法， 

定理 10 

±a n (17) 

亨字 f . 

* 明 显然,据定理4,无限連分数收斂的必要且充分条件为 
此定理所指出的两个序列具有同一极限（当然，据定理4,在一切 
情况下，此二序列都存极限）.而 (9) 式指出，这种情形当且仅当 

(^°°) (18) 

时才会发生. 

这样，条件 (18) 卽所給迆分数收斂的必要充分条件. 

假設級数 (17) 收斂; 据 (7) 式中第二式 

O 我捫指出，按 照我們 的假設，对■―切^>0, 都有 < h >0 , 因为又 
我捫借 助于归蚺法#按照 m 丈之第一式可得办、0对•于一切 &>1 部成立.一辛 
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第一窣工具的性质 


qk><h-v 

因此对干任何&，办>办1 及一 -式中至少有一式成 
立 ，在第一种情况下， （7) 式之 m 二式 指出 

办 <^fc?Jfc + ?fc -S ， 

因此对于充分大的 A (据 級数 (17) 的 收斂性 ，当 k>hm h < l ) 有 


(h<- 


7 t-a . 


在第二种愤况下，当 ％<_ i 上一公戎桁出 


这样，財于一切我們苻 



这里如則可对％洱州此不等式；继續这些討論， 
显然，我椚得到不等式： 


这里 A >^> … > r > 心而 s < 耗.但由于級数 (17) 收斂，所以无穷 
乘积 


110 -«；) 

收斂，也就是說此乘积具有正数^我們記之为 A . 显然 


(1 -％) (1— 甿 … (I — > £! (i- 0n )=x； 


因此，若記 ？!)， …，九 -1 中的似大値为 Q , 我們可以从不等式 
(19) 断定 


因此, 


Qk 〈.寺 ih^ko) , 




Q 2 





H 以热数方元素的連分数 11 

所以关系式 ( 18 ) 不成立，故座分数为发故. 

現在設級数 ( 17 ) 发故.因为对 -- 切有以 c 表 
示？ 0 ,仍中的最小数，則雌何左 >0 f ] q k > C ； 因而 ( 7 ) 式之第二 
式給出 

(h:) ^ (k 2). 

遂次地应此不等式，得判 


f l2k" 


和 


f'/HJr.i 1 

■Vi+C^£7 3ftft? 

l 

2/,-4-1 

因此 

" v r y»- J '• - 

S a n 

換句話說，对一切 A ® 



Vt + (/ r - i>c S a > •- 

R^l 

以上我們証明 r 此不等人当&为奇数时成立，但是显然川冏 
样方式可証明 当&为 偶数时$也成立， 

山_此可兑，在乘积介1中至少订一个因子大于，而 
另一个因子在任何情况下都不会小于 C ， 所以我們得到 

0 ^ 兔1 

<-}k<Jk- J ^" o " S (i 'i * 

L #»=^i 

根椐級数 （17) 为发散这一假設，得到关系式（18)，因此所給的連 
分数为收斂.这就完全証明 r 定理 lo . 

§4以自然数为元素的連分数 

从本节起直.到书末，我們将假定所給連分数的元素 A , a a ,-- 
都是亨等亨,卽正整数.玉于％也是整数,但不一定是正整数. 

样的迆分数足 X: 限連分数，則按照定理10可知它一定 

O 在此設々为奇数—一譯老注 




12 第一牵工具的性质 

收斂.因此，今后我們可以无条件地认为一切无限逨分数皆收斂， 
幷且可以談論屯們的“値”或“ 1 T . 

如果这样的連分数是有限的..且其最后一元素則显然 
有 + l 为 整数; 这时，我們可将此 n 項逨分数|>。 ； 幻， 
心…， a n -i r 1] 写成 n -1 项連分数 [ a 0 ; %, a s ， …， ffif 
且在此新形式下最后一元素 S 然大于 h 

由于这一注解，我們在以后寸以不考虑最后一元素是1的有 
限連分数（当然，零项速分数通例外）.这一注解在数的連分数 
表示式的唯一性問題中起荐甫耍的作用（参看 第二章 § 5). 

显然，在我們所硏究的情形屮，漸近分数的分子和分母都是整 
数[对于 P-h 1， 办这一点可直 接看出，对于其余的数可以从 
(7) 式得到結論].此外，我們有以下的极重要的命題. 

定理 11 — 

証明可直接由⑻式得到，因为凡与的公因子同时也是表 
达式 — I 的因子. 

(7) 式之第二式指出，对任何 A >2, qdr, 这样，序列 

(h ， <h ， … ， qit， … 

总是递增的.我們还能够說出哭千数办增加的阶和更强的結果. 
定理 12 A >20 

^-1 

办 >2— 厂 . 

旺明当&>2时 

= c *5 , jt-i+ </k-a ^ i4 - ^_ a > 2^ s _ a ; 

继嫌运用此不等式可得 

... ?8*>2^0 = 2*, ? sk+ i>2V>2 s ; 

显然,这些不等式証明了此定理. 

所以漸近分数分母 的增加不慢于几何級数. 

❶自鈐，在这里及以后各 处都鹿 味莕:在連分数为有限时，仅仅指能使奴有敢 
sc 的那 at 值.一辛鈦注 + ‘ ' 





§4 以 S 然数为元素的連分数 

中間分数.設 i 为仔:意非寶整数.容易看出，差数 
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+?jt 


_Pk-li^-Jh-Q 
<Jk- ii-f-f/)t-2 

卜 1)， 


[办 - iU _+ 1 ,) + W - 2 ] + a ] 

对一切有同一符号 0,: jl : 符号仅由的奇偶性决定. 由此可 
見，分数 


fffc，3 Plc-s+plr-l 
9^U f ^3 + 17®-i 


Pk .a + ‘々 


fffc-a + gfcjftfc -a __ 


( 20 ) 

当 A 为偶数时构成递增序列.当&为奇数时构成递减序列(参看定 
理 4). 此序列两端的二项为奇偶性相同的漸近分数；中間的那呰 
項 ( 如果它們存在，也就是3 ^>1时}我們称之为宁 - 孕竽.这 
些中間分数在尊未应用中起荇相当大的作用，虽然其作用不及漸 
近分数.为了更淸楚地說明$們的相互关系及序列的形成規律， 
我們引入所謂两个分数的宁 切亨 这一槪念. 

分数 " IS " 称为具 有正数 分母的两分数 令和 } 的中位数. 
引理 

証明为确定起見, 設 这时， bo - ad ^ O , 所以 


a+c a be — (id 


b-\-d b 6( i + d ) 


> 0 , 


a c _ ad —bo 

TTm(6+ci 广， 


引理由此得証， 

我們直接看出，数列 ( so ) 的每个中問分数都是它的前一个分 
数和分数的中位数; 这样 ，我們用逑次构成中位数的办法，在 
数列 (20) 中，从漸近分数 *2^ 向推进；当构成的中 位数与 

办 -1 

及__重合时，就完成了推进的最后一步，所以此最后一芬数介于 

扑_ 


II 




0当闺定时_ 
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与^之問，这一点，我們从定理4 E 鹈知道了.我們也知 
道此連分数之値《介于^■与 I 之問，由于分数為-1与1 

%-1 7 It gk-2 ?]fc 

的阶 数间为 奇数或同为偶数，听以此二分数必位于 《 的同侧.由 

此可見，序列 (20) 完全位于数 a 的|『;]一側，而分数位于其另 

办 -1 

一侧.特別是分数- 巧 E ~ 总逛位于 a 的异側.換句 

^ fc -1+^ fc - 2 7 jt -1 

話說，轉 ㈣ ff 轉打乎轉巧-亨背 
，了平伞令和 t / 己■納¥以'“矗淪 


这--注解指出一个簡便方 法， 为我們只知道漸近分数■及 

? fc -2 

而不知道元粜办时，可川此法找到后一漸近分数 1( 但是 
办 -I qjt 

要利用連分数的値 a ). 事奧上，先作出此二分数的中位数，苒作 
此中位数与_的中位数，等等，每一次都作出已得到的中位数 

办 一1 

和分数的中位数；我們已知此中位数序列向 a 逼近；在此序 

5 ft -] • • • 

剡中，与最初的分数位于《的同侧的最后一个中位数就是 

* * ****** ♦■ >**•♦*•**•- * * 

事实上，我們 E 知公 位于这些中位数之問0_与^位于 

办 ( h qk -2 

«的同侧；因此我們只须苒指出& . 以后的中位数位于 a 的另一 

f h 

側卽可;但其后一个中位数卽为 n±p^ ! 按照上面的注解，屯是 

?fc 十 (/k-i 

位于 a 的另一側的 . 

另外，从下述理由中我們得到說明《及其漸近分数，中問分数 
的相互位置的更重耍的推論. 

中間分数 ^~ P ~^ 总是介于与 a 之間，所以它比《 ® 接 


華: 




0 






m 







14 以 S 然数九元棄的連分数 
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! a -九 ■ > 卜—外」- — 1 ■ — •.... 1 ■ , 
办 I (jk+f/jt-ii (/k. q-kiqx+q^i) 

(在此式中不能取等 tw 为若写成等式就隶示 


办 + 如 1 qjd 


1 . 2 = 1 ., 


也就是說 a 是末元素为1的 :ff 限迆分数，这是我們从本节开始就 
不考虑的）. 

这样，我們就得到卜述宽要命! m. 

定理13对于二切 O 0 


«— 抖 >^J _- 
f ix <]k vh : i -f- <7fc) 


( 21 ) 


不等式 (2 i ) 給出 T 差数 , 的下界，显然它补充了定理 

* , 

9中的不等式，后潘給出此差数的上界. 



第二章 


§6連分数是表示实数的工具 

定理14，了 t 轉 a 亨—了 ( ㈣ 竿 f 

m . * d «« 

^ iij ^ pik ；'®. …… ……… ……’ 

"fEM* 表示不起过 《 的墙大整数;如果 《 不是整数，則 

关系式 

a = « 0 + ~ (22) 

能够确定数显然这时， r:>l, 因为 

—-= a — a 0 < l ; 

Tl 

一般地，若 r n 不是整数，則我們以《,,衷示不超过 r s 的最大整数， 
由关系式 

『rt + -— (23) 

”!1 + 1 

确定数 r B+ i. 

显然，这个过程可以一版继 M 到任何一个 r„ 不是整数的时 
候;这时， r a > l ( n ^ l ). 

关系式 (22) 指出， 

K； rj ； 

—般地，設 

«= [«o ； «i, a 2l •■■, r,,] ; 、 (24) 

O 我們提醒：我們考虑以整数为元索的連*数 ， Ji 同任何 

有限薄分数的最后元素应当不等于1, 辛放注 
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* 







則由关系式 (23) 和第一韋式 (5) 得到 

[ a 。； …， A ’ ’’■， ® n - i ， a n ， r 卟十1] 5 

这样，公式 (24) 对所有 nlf _ 确（自然，假設 r 2 , r„—i 不是整 

歌)， 

若数 a 是有理的，則显然所有的 h 是有 理的; 容易看到，在 
这种情艽下，我們的过程在有限次以后就完結；事实上，例如，若 

八=+，則 


这里 c <&， 因为— 关系式 (23) 給出： 


T：imn c ^ O , 卽設 h 不是整数,因为在 r „ 是整数的情宄下，我們 
:’的 Ifr 断巳証明）；因而， r „ +1 对比 r „ 更小的分母，由此推得,在有限 
次以后在序列 r l5 r 2 , …中应当得到整数 r n = a n ; 但在这种情况 
下，公式 (24) 表示，数 a 由有限連分数表示出，其最后元素 a n = r ，. 


> 1 . 

若数 a 是无理的，則所有 r „ 是无理的，幷且我們的过程是无 
衷的■設 

[ a 0 ; a lt a 2 , a B 卜令 -. ’ 

a * 

(这里分数 I 不可約， . ag ^ o ), 据公式 (24) 及第一章公式 (18) 
有 ： ( 

a=g „.- 1 r„+y ff _2 ^ >2 )； 

' Qa —1'^ n H -1 f»—S 

另一方面,显然, 

?fi - ia » + 5 f «—2 

由此 
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g„ (q„ .-1'?',! + q,，,.^) (//,, 1«„ + q„-2)' 


因此， 


l g„ 

这样，当 rn — oo 时， 


< 


(?„-i ■)、 -r(/„ 3 ) ；(/.,-!«.!+■ q.>-2j < ql ' 


</« 


但这显然盘味符无限迚分数 [%; a , %,…]以給定的数 a 为自己 

的値. 

园而，我們証叨 f 数《总是可以州連分数表示;若数 a 是有理 
的，則这連分数是有限的，茬它 足七 理的，則这述分数是无限的. 
余下我們要証明所得到的 M 开式的唯一性.甘先我們注； t 到，实 
际上唯一性已由第一章 S 4中的論証推得，在那 M 我們已經着到， 
在知道了所給定的速分数的仙 H 我們可以逐个地作出它的所有 
漸近分数，因而作出它的所耵 元采. 然而，我們可以很簡单地建立 
所要求的唯一件:.事丈上，設 

«= [«o ； a 2 , •••] --■ [a^ia', a\. ...]， 

丼且这些速分数可以是有限的，也4以是无限的.我們約定一般地 
以 [®] 表示不超过3；的最-大整数 . 酋先，显然％=[«]和4=[>], 
所以％ = 其次 ，若已經趄立 

i , i ^ 2 7 rmm j t 

則， 


pi = p'i 
(?i = 2: 


2, - s «), 


幷根据第一章公式 (1(J ), 冇: 


a=s= P'^ + l + pn- 1 ^ p'：r'„^+p'„-i = ill 士 巧二 1 . 

Uwi + f/u-i qlr', q„rUi + q',7i ， 

由此，而因为 ( Wi = 和 « Ui = [ K + x ], 所以 a n+ i 
- < vi > 卽所給的二痤分数完全一样，定理由此得証， 
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注意，如果我們允許苻以1为最后元素的有限逄分数,則后一 
个論証就不可能了. 事实上 ，例如，若％ +1 = 1是这样的最后元素， 
則 而〜參 [>„]. 

这样，我們深 f 5% 实数可用連分数唯一地表示.&然，这样表 
示的主要意义在于，当知道厂丧示实数《的連分数后，我們可以确 
定这个数到任意預先給定的陆确度.由于这点，速分数工具在实 
数的表示中至少在原則上起 打， 例如象十进位系統的或更一般系 
統的（卽建立在这柞或那样的計数系統. h 的)小数那样的作用， 

作为表示实数的 XM . ,連分数和更通行的进位系統小数比較， 
其主要优缺 点是什么呢？为了问答这个問題，酋先甫要了解对这 
种工具能樾和应:当提出什么#的要杂. M 然，槊一个装本的 f 命 

要求应当是，工 H .能显 Vt 完滿地反映出它所表示的数的性质， 
全 i 些性质在用这个工具农示数的任何場合下，可以尽量完满和 
尽 量簡单 地显露出来. 

在这 第一个要求方連分数比苏他系統小数(特 別是 十进位 
小数）有无可怀疑的和相当大的优点.在本草的叙述过程中我們 
将逐漸 地深信这牲;苁实，在某种程度上，由以下先驗性 的設想 ，这 
一点将是明 显的，卽：任何系統的小数都与确定的計数系有关 ，因 
此不可 避免地反映出一些与其說是它听表示的数的絕对性质 ，不 
如說是此 数与其选取的計数系的相互关系，而連分数无論同怎样 
的 計数系 都茺关 ，幷且用屯所表示的数的性质，在很純粹的形式中 
就表达出 来了.比方，我們 Li 經宥到，所表示的数的有理性或无理 
性找 到了自己的和应的有限的或无限的連分数的完全表达式 .我 
們都知道，对于 各系統小数，相应的特征很筮杂；表承小数的梅限 
性或无限性除了与所表示的数的性质存关外，主要地与选取的計 
数系有关. 

但是，除了我們所指出的某本理論的要求外，对于表示数的任 
何工具，自然应当提出实用性的要求（其实，这些要求中的某些还 



20 第二章用連分数表示数 
可能有 一定的理論价値）.例如說，便工具能尽可能簡单地按預定 
的情确度求 出所表示的数的近似陋，送个要求也是很重要的 .連 
分数工具在很 髙的程度上滿足这个要求，幷且在任 何情况下比各 
种針数系統 的小数这类工 . R - 要好；此外，我們很快就会相信，用这 
种工具所給 出的近 似値，在某种: S ': 义上，非常 簡单和 布重要 意义， 
具有亨，寧孕的性质. 

uk , i 外还有更主要的实用要求，这个工其完全不能滿足. 
計算的需耍迫使我們希蓮任何表示工具，在知道了几个数的表示 
时，我們可以相当容易地找出这些数間的最簡单的函数关系和表 
示式（首先是它們的和与积）.簡单地說，适用于实用方面的工具 
应当服从充分簡单的亭乎 S # 孕沒有这一点它就不可以作为 
計算工具.大家知道，系統小 k 在这方面是多么便利.相 K , 对于 
連分数，不存在任何实际可行的算术运算法則;寻找由連分数构成 
的和的速分数的問題，非常复杂 幷見在 計算尖踐中是作不到的. 

我們所指出的連分数和系統小数相比較的优缺点在很大程度 
上預先决定了这两种表示工具的应用范圍的划分.可是正如在計 
算实踐中几乎只用系統小数一样，在理論硏究中，当硏究連續統的 
算术規律和部分无理数的算术性 ® 时，連分数工具找到了自已的 
重大应用，它是这类硏究的最好的和不可少的工具.考察这个工 
具在这方面的作用是以下所有各节的某本任务. 

§6渐近分数作为最佳逼近 

'当希薙以某种椅确度表示无理数 a 成通常的有理分数时 ，自 
然，为了这个目的，我們可以利用衷示 C ( 的連分数的漸近分数，这 
时，所达到的淸确度被第一章定理 9 与定理 13 所确定；卽，我們 
有： 

- — ~-_ 

+ I CJn I qn^n+1 




56 渐近芬数作为最佳逼近 
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元理数用旣約有理分数来逼近(近似表示)的問題通常是这样 
提的，找具 有最小 (正的)分母的有理分数，使与給出的无理数的差 
不超过某一个预先給定的値.其实，用这样方法所提出的問題，当 
給出的数《是有理数时也有意义;比方說，如杲 a 是分子分母都很 
大的分数，可以提出关于用分子分母都比它小的分数来近似表示 
它的間題..从純粹的实用观点來看，这阑种情况(有理的和无理的 
0) 之間幷沒有本质的不同，因为在实际中任何数都只确定到某种 
精确程度. 

很明显，为了解决这个問题，系統小数这类工具完全不适用， 
因 为用屯 所給出的逋近分数有仅由所逸农的訐数系(在十进小数 
时，分母是数10的 s ) 所确定的完全不依賴于所表示的数的算术 
性质的分母.相反，在連分数的情況下，漸近分数的分母完全被用 
这个分数所表示的数来确定，因此我們有足够的根据預料，漸近分 
数因它与所表示的数有密切的和自然的联系而被所表示的数完全 
确定，所以它在解决用有理分数最佳逼近这个数的問題中应当起 
看重要的作用 o . 



我們約定称有理 分数音 9>0)为实数《的亨寧學乎，如杲任 
何別的具有芬母不赵过它的分母的有理分数与 a 有更大的距离, 
換言之，如果0<(^ 6 ,音^必須推得： 


O M . B , 奧断特洛袼拉 ( OcTporpascKBt) 在世时就提出了为表示无理数 
的两种有趣的 S 法，在苏联鳥 克一科 学院的原稿汇集中曾以很小的篇幢登較了 他的角 
千这方面的簡短的附注，在列灭茲 ( Fenea) 的《关于可与表示无理数的奧斯特 


洛格 k 得斯基的两种算法相联系的交鉗級数 （0 QHaKon & p^MeRHEii 班 wop 抑 

noryT OhWt c 职 yx.K Mropii^iraMH M,B, Ociporpaxcaoro np«65H»6HHa 

ffppan.HOHaii mux VMH 6,5 (45), 53 〜42, 1951)” —文中曾推广了这些附注. 


正象列灭获所說过的那样，奧斯特洛棬拉得斯基的算法在 某些情 況下得出了比連分数 



莨好的逼近.可惜，到規在为止，詳細地硏究乍們，其中包栝为了針算目的的,并裨有宍 
與，——格涅坚科法 
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第二章用連芬敎表示数 


定理 1 S 数 a 的任何馈代•逼近，都是尽卞数巧亭兮孕 

兮亨，亨肀宇 **'*'*' 

_ ‘預_先^^出_.为了使这个命题沒有例外，象我們在§ 2所約定的 
那样，必須在硏究中引入 一1 阶的漸近分数，設 = (7- i =0. 

事实上，例如，容具相 B ， 分数 I 是数 .$. 的最佧逼近，但它沒有包 
含在数■的漸近分数和中位数之列，因为，如果从 孝阶漸 近分数 
开始，这些分数的全体只有二项: | ■和反之，如果取分数 I 作 

为一 1阶漸近分数，則这鸣分数全休为如下形式： 

1 _ 0 1 ^ 1 

X' _ rm , 

因而包含了分数 

証明設 | ■是数《的最 f !:: 逼近,則首先 j > a 0; 事实上，在 
y <« o 的情况下，异于且分母小于&的分数比号距《更 
近， 因而+ 不可能是最佳逼近了. 

由完全类似的推导我們可以証明， 



因而，我們存权假設, 叫 <音<叫+ 1(在香=%或吾=叫+ 1时定 

理 E 得証，因为菇数 a 的漸近分数，而 
是数《的中位数). 

如果分数+不等于数 a 的任何一个漸近分数或中位数，則它 

应当在这种分数的二个序列之 fAj, 卽，在适当选取 A 和 r 时 (A>0, 
CKr<H 或 *=-0, Kr<« a ) , 屯 在分数 




费 3 漸近分数作为最氓逼近 


... 办 


ML 


W^Pv-x 和 抖 (r + 1) + 科 —! 
fM+(f\-i 办 (r + r) + 


之問，由此 


I a ... P^+Pk-2 
I b QkT +(^—1 


• pyX'^ + 1) +pfc .1 一 Pk^~i'pk-i j 
Qk ( r +1) 十办 .1 办 r 4 I 

__ 1_ _ 

{^( r +1.) + (7 t - j } i^ ，r +? jfc - i )" 


但，另一方面, 显然， 


a 

T 


Wr±Pic.. 


: 十？ fc - 1 ) ’ 

这里饥是至少等于 1 的某个丨卜:盤数；因而， 


_ _ . A _ _ _ . .. . . . _ ____ 

b (^fcr + ^-i) {^A；(^ + i) + <?ic-1} {(?fcT* -H qk- T, 


由此， 


这样，分数 


?*(^ + l ) +qT t - 1 <b. 


.) h(r+V) + y t -i 

Vkir - hl ) +h 


(25) 


的分母小于6,且比分数 

P k^ + jJfc-i 

q^-\-qk-% 

更接近数 《 (因为根据 § 4 結浪一般地說任何后面的中位数比前面 


(26) 


的更接近而这意味菁,比界子 (25) 和 (28) 乏問的分数 | 寅揆 
近 a ; 但这跟最佳逼近的定义矛盾，囚而定理15得証. 

在作为这定理基础的掁佳逼近槪念的定义中，我們&經估計 

了差+这个微鲎(按絕对値)幷用它来表示有理分数+与数 

a 的接近程度，当然，这是很 rt 然的；然而,在数論中为了这个目的 
考虑差 ba - a 常常是史 重要或 疋方便的，它不 N 于前#的只是一 

个因子因此它的微 M (按絕对値)也可以作为分数 f 与 a 的接 
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近程度的标准.从一种鉴定法过渡到另一种鉴定法驟然看来似乎 
是不必証明的，幷且实际. h 在多数情况下是这样的；然而幷不总是 
那样，我們馬上就会深信这点；問題在于，区別于这两个差 的因子 
6不是常数，而是同逼近的分数有关， il 随分数的变化而变化. 

現在我們約定称在定理13中讲述过的那种最佳逼近为^ 了 

竿-吟亨等學孕;其次，我們約定 IT 订理分数音(6>0)为数《的 
竽子竿 M 哼苧 毕孚乎 ，如果山必然推得 

| da~c \ > | ha — a \, 

因而，第二类型的最佳逼近借助于特征 \ ba - a ] 来确定，完全类似 
于第一类型的最隹逼近借助于特征^ - 来确定. 

不难証明，任何第二类型的最佳逼近同时一定是第一类型的 
最佳逼近. 


事卖上，如果我們已有 



(吾4 ㈣ )， 


則，将两个不等式逐項地 連乘； Tf ❶，我們得到: 

\da-c | j ba—a ] ; 


換句話說，如果分数不是第一类型的最佳逼近，則它就不可能 
是第二类型的最隹逼近，由此定理得到証明， 


然而，逆命 題不正 确:第一 类型的 最佳逼近可能不是第二类型 
的最佳逼近. 事实上，很容易相信， 例如， 分数 I 是数 j 的第一 
类型的最佳逼近; 但它不是第二类型的最 佳逼近，由不等式 
j 1• 去 —0 < 3 * — 1 1 } 1-<3 


0 指将卜 -||^ ；卜 - |1 与扣； : & 两 + 等式的左端 連乘， a 右墙亦連乘.一 
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Se 漸近芬数作为最隹逼近 

可看出这一点. 

由所作的附注及定理15推得 ，一 切第二类型的最佳逼近是漸 
近分数或中位数.然而，我們可以建立更淸确得多的命題，連分数 
工具对于第二类型的最佳逼近所起作用的主要保証就在这里. 
定理 16 f 何第二类型的最佳逼近是漸近分数. 

KE 明設分数^■是数 

«= «2,…] 

的第二类型的最隹逼近，《的漸近分数以1表示.如果 

<lk 0 

則我們有： 

1 1 *a — 1 la — j ^ I b(x - a 1 1 1 ^ 6 3 


卽+不是第二类型的最传逼近；因而但在这样的情夹 

下，分数：!如果不等于任柯一个漸近分数，就应当或者在二个有 

相同奇偶性的漸近分数&与^之間，或者大于在第 
^7 i!M 

一种情艽下 


gk-j 

<7l!M 

a 

T 一 


^-1 : i 


由此 

另一方面， 


^ _ L „ 

^ 办 -i 


M ± i-A >. 1 

b i gt+i b hq i+1 * 








同时 


第二窣 ffl 連芬数裝示数 


由此 


I — Vk I ：i >- ! ^ 一 a 1 ; 


(28) 


关系 (27) 与 （28) 表明， -|. 不楚第二炎型的最伟逼近. 


在第二种情况姐 (6 卩如采-|-> ^),我 們有: 


由此 

另一 "方 而，显然， 


a ^ _ a ... 1 

& ^ " n，7 

|6fJC— «”> 〕 = -1- : 

7 t 


|l-Ct~f/„! < ——， 
A 

所以 


1 ha —a \ > l*a •• « 0 ；, 1^6, 

又与第二类型的最佧遍近槪念矛爪 . 因而，定理16完全得証. 

現在我們硏究定理15和 :1 6之逆的可能性問題，首先，容易 
* 出，定理15不 可逆； 中位数可以不是第一类型的最佳 逼近； 比 

如，容易看出，对于数 C( = t 分数^是中位 数； 但它不是最佳逼 


近，因为 


11-1!^!.^ -1 !^2 
I 5 1 M 5 2，、 . 

可以作出随便多少个类似的例子，讀济1；彳己可以亳无困难地 
相信这些. 

相反，定理16允許几乎完全的逆定理，肉然，这也就特別地增 
加了它的意义 . 

定理 I ? ，孕兮零:孕乎.了. $型的银佳逼近;唯一的 ( 明显 
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的)〒 

c ( = (2|] + 各， -— - --- * 

I ^ i ) 1 

在情况《 = %+去时,分数言一+实际上不是 
第二类型的最佳逼近，因为 

! 1 *«— (a-Q-i- 1 ) | =1 1 1 ■« — 3 0 1 . 

証明我們硏究形式 

—£ c | , (29) 

这里 y 取値1, 2,…，而 z 可以取任; ffl 整数値.用肿表示夕的 
这样的値，在 y 取这个铒时，扣应的选取$后，式 (29) 取#小可能 
値 ( 如果这样的 y 値有几个，則取夺宁 f 个亨作为灿}.用如表示 
使 bo «— 4迖到最小値的^値.容易相信，这个値是!事 
实上，如縣 ra … ， 

h -1 ..—-|H ㈣ ， 

則，显然，有 

—^,, + ^0 
一 - ^ r . 

我椚断定，这个分数不可約 . 其实，若办+4 =如，2灿 (1>1), 
則在 i >2 的情况下，我們 有： 

9< y », «= m ~ v \ - o , 

而与抑的定义矛盾；如果？ = 2,則 q ^ y 0> 

k«-p| = \ y<^-p \ =0< \y^x-x 0 \, 

而与® fl 的定义矛盾. 

将有理数 《 展成連分数，因此我們有： 

?I1 = 2y 0 =- dn l 'iti~l'^9n-2! a n ^5=2; 

.. 因此，如果％ >2 或％ = 2, n>l t 則我們有^ 〆 恥但 


1 
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第二章用連分数表示数 


1 11 

|? b - iS — ~ ^ ' 9 y ~ |^ 0«—^0 | , 

与沒0定义矛盾；如果 wl ， a „ = 2, 則 a = a . n 十 I ， y 0 = l , 这恰恰 
是被我們除去的情况 . 

于是，値讥和叫被給定的条件以唯一形式确定.由此直接 


推得是数《的第二类型的最佳遍近，因为不等式 

梦 0 

|6a-a|<|jfoa-^o! (^ 和盖， 

显然，与数％和灿的定义 矛质. 因此，根据定理13,我們有: 
^0=^, ?/o = g s . 

如果 s = < 則定理得証;但如朵 s</t, 則我們有： 




( h + ^«+1 ( /ic ■ 1 + 


.， I —Pk I ^ 


5 Wi . 


而因为根据数 j** =^o 和 <] s ^ yo 的定义，有 

所以 


?*-!+ r !\ <]%+! 1 

卽 

?)[+l < V* -r Vi-.i, 

根据数办的构成規律，这是不可能的.因而，定理 17 得証. 


在本节中我們所确立的速分数工其的这些性质，在历史上是 
发現和硏究这个工具的第一个原因.肯格斯 (riofireHc) 在立意借 
助千齿翰来建立太阳系的樓型后，在决定輪子齿数的問題之先提 
出了，要便两个彼此相联的輪子的齿数之比(等于它們完全回轉一 
周所需的时間之比)尽可能接近于相应的行星轉动时間的比《.同 
时由于技术原因，当然，齿数不能过多.因而，提出了关于寻求进 
样的有理分数的問題，它的分子和分母不超过已給的界限，幷且 
它同时尽置地接近于巳知数 a (在理論上这个数可能是无理数，在 



实踐上在这种情况下則可以认为 a 是分子和分母都很大的有理分 
数）；我們已經看到，速分数理論給出了完全解决按这种方式提出 
的問題的可能件. 


§7邁近的阶 


在前面一节中，我們在眼同类型的另一种差的比較下作了对 
差 l a — tl 的微量的估計.在这里，我們将从事送个差的微最本 
身的估計/而不牵涉到这种类型的另外一种差数.显然，为了估計 
量 |«-1 1 的大小，然的方法是将它同办的任何戚函数比較， 
在这方面，由第一章定理9直接推得不等式❶： 


1«.-.也； <丄 

i 9 l ' 


(30) 


' 因此，首先引起的問題-是这个不等式还能不能加强，卽将它的 
右端部分用 分母办 的另外的函数 f(q*) 来代替，而此面数对一切 
n > X 滿足不等式 

/ W < 去. 

容具看到，如果我們希盟，用这样方法所加强的不等式 (30) 对 
、任意 a 在一切 / fc 値时都成立，，則在这方面任何实质的加强都不可 
能 达到;确切地說，对无論怎样小的 s >0, 总可以指出 

i a _ p-L!>lri 

! <h \ ^ 

的情况;为了相信这点，只需硏究数 

? i+l 


‘ [0; ra , 1, / i ] 


u (» i +2) 


財于这个数 


O 在悄宄《=1时 (3 定理9由千紈 少仍“ 不能应用时)，不等式 （30) 成为明 



显的. - —辛欽注 
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第二韋用連分数表示数 


因此 


Pl[ 


= 打 ， Pn = 

=W +1, q^n{n+2), 

p^\. 

__ \Pb 

—1L 

1 1 

“. W；n + 2) = [qi(l + 

qi 


f/i i 


选取 n 便不等式 


成立，則有 








但如果放弃使得加强的不等式在任意 a 时$了 "tp 
$成立迭个要求，則象我們立刻®証 w 的那样，焱士奇以得 
i 趣而又重要的命趄 ■ 

定理 18 a ^ *>0 則0 f 〒： 


卜| 1 < 



-fa 

鉍一1 


2? I-i 


十了亨竽#有一个成立. 

M 明因为《在^和1之問，所以 
< h-i <h 

\ a -^\ + |„一£斗 l - l，-i I ^<^+1 

I 扑 I I qic-i I s q-k, q^-\ I q^-i ^qi~i 


(最后的不等式表示这样一个事实，卽 i 和^的几何平均値 

小于它們的算米平均値;等号仅仅当时可能，在已給的情 
况下巳除去）.显然，由此直接推得定理的論断. 


我們所証叨的命題特別有趣，因为它在某种意义上的逆定理 
也成:立. 

定理 19满足不等式 






*7 湛近的阶 




証明据定理 16, M 耑証叨分数■对数《是第二类型的最铿 
逼近.設 


則 


因而， 


|(/ a — c | < | 6 a — « | < - f j ~ ( d >0, 音爹.~|~); 

卜* i < i ， 

|l _ fl < | a_ Ti + i a ~f| < W + W = W ; (sl) 


另一方面，因为音★号 ， 所以 




着•: 


因此不等式 (31) 給^出 




1 / b+d 


bd 、 2 W 


':#■ 




由此 d >6; 因而分数 I 实际上是数《的第二类型最佳逼近，定理 
19得証. 

下面頁为深刻的定理是定理18的进一歩加强. 

定理200 

字 

9 卜一 H ^ ^ ^ 


<h 


1< 




9 k 




扒 -a 


ft-2 ! \/~S ql- i 


中一定至少有一个成立_ 


it 


0 在 H. 札那津（茁 omu) 的“逋芬数 理論屮 一个定 理証明的改进 (BapaaEf 
floita 抑 TGjiic^Ba o^uofi teopesiriE ho Teoprtr j^enmix 叩 o6e3 )’，， yMH 12, 3, B21>^$22 
(1067) 注記中，耠出这里所 引人的証明 的某些簡化，——棬坦 坚科注 


IJLU:- 




:; 1i 
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証明 对于丄我們假設 


第二窣用連芬数表示数 




= r ?y. + ^s；~ 0it, 

^ fc-i 

引理如果 k>2, v 5 , ^Afc-i^W 5 .flfj 


事实上，因为 


<Pk>- 


<P^L <h 


= + 炉 i | 


n = ^ + r ~ J 


所以 


炉則 -1 

根据引理的条件，因此 




^ V 5 , - -h < V 5 . 

(pk r k 


由此 


(、’¥- 仰)(、"5 -去 )):1, 

或者，因为抖是有班数， 

S-V^^rh S>O r 
因为抑>0,由此我們得到 


因而 




4 ， 


2 


- <plc< 0 J f Pfc> -- 


人 （-1 


引理得証. 

現在假設与我們的論断扣扠， 


T _ 

(32) 


% 


* 


•f 




% 




^ s 近的阶 
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根据第一章公式 (16) ，有： 

I g tl \ ! Un+i+h-i q n I qniqnr^i^-qn^ 


..私 


rp n m) 说 hi ’ 


因而 


参 [ n ^ k 7 i ' — l , A — 2), 

在我們的引理的某础 上我 們山此推得 


屮 fc> 


、 /T- 

— 一 2" 


极据等式(32)，这意味卷 


屮 jt+i> 


V 5" 


2 




1 


^ k+l 


2 ^5-1 , 

■^<T7rZi ~~9~ d ， 


2 


但这是不可能的; S 然，所得到的矛盾証明了定理 20. 

定理18和20使我們产生了一个明显的想法：它們可以成为 
进一步推广的一逄串命题的起点 . 然而这个想法是錯誤的.事实 
上，我們硏究数 

a-^- [i; 1 , 1 , ； 

象通常那样，假設《 = 1 +— 1 ，显然 ，我們有 nia, 由此 

_ 广 1 


因而， 


a — 1 -H • • • • , ii 3 —a —1 — 0 , 


i+a 


2 


显然，因为在任意 n 时 m, 所以 


?ka 十 gn • 


因而， 
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第二章用連分数莪示数 


<h 


^ k (<? fcO ： + r / fc o ) 


1 

«) 


但根据第一韋定理《我們有： 

? Sr [1 ; n . ，和 （“⑺)， 


由此 

办一 1 =丄 + 仏=— ^ (当 A — 时 #—0) • 

办 a I 

这样， 

\ a ~^\ 


这表明，对无論怎样的数 C <^,^ k 充分大时，我們一定有 

卜-晋卜会 

因而，如果我們希望相应的不等式在任时对 A 的元穷多个俥 
成立,則定理20中的常数 - Jj 不可以用任何更小的常数来代替， 
对于所有更小的常数，我們找到了这样的〜它只对有限多个 A 値 
滿足所要求的不等式(卽》特別是，从定理18和20 
所开始的一連串命 題終止 于后一 1、定理，不允許作进一步的推广. 


§8逼近的一般法則 

到 B 前力九我們特別注葸到用渐近分数給出的近似法，幷且 
閑阴了同这个題目相关的一系列某本問題.但因为当时我們已相 
信，在一定的意义下漸近分数是最佳逼近，所以我們可以估計到， 
所得到的結果使我們能够充分地硏究用有理分数作无理数的近似 
时所遵循的规律，而不依賴于任何特殊的表示工具.現在我們着 
手子 M 羈的这个 葙圍. 在这求初等教程的領域里，自然，我們不呵 




t 




* 
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能給出多少相应理論的基础的完全叙述，这不仅仅是由于篇幅有 
限，而且主要是因为它只同我們的問題有間接的联系. S 然，我們 
只限于引人一系列基本命題，它們应当說明連分数在硏究无理数 
的算米性质时的应用. 

与前节的結果和联系，在这甩第一个自然产生的問題可用下 


述方式陈述:对于怎样的常数 C， 不等式 





(33) 


对于任意实数《都有无数多个整数解 P 和？ (?>0)?前节的最后 


結杲使我們容易得到下述的命題. 

定理21 如果則不等式 (33) 在任意实数 a 时有无数 
多个整 数解 ？ J 和《(？>0);如來 C<-^, 則当适当选取《时，不等 


事实上，第一个論断是定理20的直接推論(在 a = | 为有理 
数时，只有有穷个漸近分数，如果我們 設产味 = 2 ，…， 
，則定理21的第一个論断成为明显的因此，設 < f <|; 象在§ 7 


中那样，我們假設， 

i + 〆 另 — [1 ； 1, 1, ***]. 

如果整数;)和？&>0)滿足不等式 （33) ,則根据定理 W, I* 
是数 a 的漸近分数;伹在§ 7末尾我們已看到，如果則这 
些渐近分数中滿足不等式 (33) 的只有有限个.显然，我們的命題 
完全得証. 

因而，一般地說，如來顾及到所有可能的实数 a , 則用量 
来描述的逼近的阶不能更 加强. 自然，这幷不意味着不存 
味这样个別的无理数《，对于它可能有更高程度的遇近‘相反，荏 
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这方面的可能性是完全无限制的.借助于迆分数工具便能很簡单 


地使我們相信这点. 

定理 22对无論怎样的 n 然数变数 V 的乎 < p { q ) 
找到这样的无，’对 •于 •它_，不¥; 


卜- | <<?(?) 
p g(v> 0 ). 

* * 4 彳 h 士无 i 連分数 \ 依次地选取 卞的 元素，使得节們 

滿足不等式 

恥.. 0) ， 

自然，可以用无数多种方法来作 (这时叫 可以任意选取），所以对 
于任盘 


|ot — 叫 <—-—=— ； - ■?— —— 

1 qn. I wtn qkWk'i'h+qk-: 


-氣 




%- n <7* 


■< pC ?0. 


这就証明了定理. 

現在我們注意到，在一般愦况下，不等次 








或者 


給出 


W(%+i +1 + 


■<\a 


I ^ - 


<ik 








(34) 


由此看到，当已 給定％ ，心 ，…， 吻时，若下 一 个元索 ％ +1 越大，分 
~就越逼近数 a ; 而因为漸近分数在 -- 切情況下都是最佳逼 


(h 


近，所以我們得出結論:如果无理数的元素屮有很大的数它就可用 
有理分数来很圩地逼近；这个定件:的評論具体表現在定量的表示 
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式上，卽不等式 （34) 上.特別是，逼近程度最坏的将是具有布界 
元素的无理数.因此我們明白了，当希望得到一个这样的无理数， 
它不能达到由上述定义給出的阶的近似时，为什么我們屡次地选 
取数 


显然，在所有无理数中，它 與有最 小可能的元素（不計在送 i 它 
不起任何作用），因此对它川:仃理分数所作的逼近，比一切其余的 
无理数都要钚垮. 

具有有界元粜的数听闷耵的逼近的特殊性完全具体表現在以 
下命題中，在我們所作的--切注解以后这个命題儿乎变为 W 显的 

了. 

定理23 

I a …艺 1 ^ - (33) 

! q ； <f 

在 c 充分小时，沒有整数解 ?> 和 q ( q >0). 

壳素詹何•数汆 ix (_33) ，在汀:,® oo 吋 iSic 个 

換句詰說，元素为有界的无理数，只允許不超过阶的逼 

近，而元素为无界的无理数允許作.更高阶的逼近. 

証明如果表示 a 的連分数的元素中有任窓大的数，_則对于 
任意 c > 0,可以找到无数多个滿足 

. 1 

A +1 ’- c 

的 i 値，因而，根据 不等』 U 34 ) 的第二部分，对于这无数多个 A 値 
我們有： 

卜 - .尝| (含， 

这就証明了定理的第二个論断. 
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蘩 


如 果存在这样的 见>0, 使 

< M (i—-1, 2,…）， 

則根据 不等式(3 4 )的第一部分，对于任# &> 0 我們: fj : 


r ^ r - WM+w 

由此,对千任意整数对 P 和7 (?> 0) ，11 1 不等式 


q ^ Kq ^ qy . 

确定指标4后，幷記住所有漸近分数是第一类型的最隹逼近，我們 
有： 


a-P r 

^ a -1 

Q 

Qk 


h ' M . 可 


s YfJ-Tw("l ) 


^ _ L— ―… ( 办 -1 V 

q 2 (M~T- 2) V tJjr-ys-l + yi -2 > 

、 1 1 1 

^(^+2) . K + lp - (射 2) ( Jlf + l ) V ， 

因而，如來我們选収 


g ^ _____ 

(i/+2YTjy+i) a ， 

則不等式 （33) 对任 一® 数对 p 和 ？_(?>0) 都不满足;定理的單一 
个論断由此得証. 


到目前为止我們处处用差 a - f 的微小程度来估計逼 近的程 
度;然而，类似于我們在§ 6所作的那样，在这里我們 可以考虑用差 
來代替此差数，幷在我們所証明的命題中作 出公式的相应 
变化.这个簡单的 附注直 接引异到在我們硏究的問 題上某些新的 
和非常重要的观点. 

两个自变量安的最簡萆的齐次綫性方程是： 

ax-y=--0, ( 35 ) 


ir 




擎 


-本 


y 


#• 



.胬 

* ； 



■- * 




♦ 




m 
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这里(X是已知的无理数， Q 然，不可能有淸确的整数解 O; 然而，可 
以提出关于它的近似解的問題，卽关于选擇这样的整数 A 使差 
达到这种或那种微小的程度.显然，本节所有前面的定理 
可以說明方程 (S3) 的整数近似解所脤从的規律.例如，定理21表 
明，总存在滿足 


\ ax - y \<~ (36) 

的无数多个这样的整数对 * 和 y (' d 如果 c 是不小于；^的 
正数. 

由这个新的观点0然地从齐次方程 (35) 轉到非齐次方程 

ax - y ^ 0 , (37) 

这里召是任意 S 知实數，幷且硏究屯的整数近似解 A y 的可能性 
和特征，換句話說，硏究在企阐用适当选擇的整数 A 沒使差咖1 
—杉 成为尽可能小时所出現的規律性. 

这个問題是俄罗斯学者 H. J. .屯比雪夫 (HeOKtraeB) 首先提出 
的，幷得到了与它有关的第 一 个甚本結果.現在，它的硏究还在继 
績着. 

非齐次情况不同于齐次情況的第一个基本特殊性是，为了可 
能用适当选擇整数 ® 和 Y 的办法，使量|奴-州对任何沒都能 
够任意地小，实际上必绸数《是^^巧（在齐次情宄下， 

可以使量 \^>- y \ 任意地小）. * 

事实上，如果《 = 这6>0和《是整数，則，設;8=^之 

后，对任意整数$和 y 我們有： 

因为12 ( 似 - %) — 1 1 是奇整数，至少等于 1. - 

因而，今后我們将认为数 a 是元理的.在这个条件下，将如我 




O 自然,不計平凡解;——辛欽注 
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們 現在所料，不仅总能够使; M； \ ax - y -$\ 任意地小，而_11与齐次 
情況相比还可以作更大的推广. 

定理24 (車比雪夫:^-了-甲亨手甲.亨 a 亨赛亨良予亨 

式 | 咖 一 jf — 尨| <1-有充数多个憋玫解①和 ^(*>0)0. 

• 0 > * . 

預先指出，显然，这个結果十分类似于具体表現于定理21的 

.... 

齐次方程的相应性质;不同点仅仅是在这世把常数I換成了 3; 

逼近的阶还是和原来一样.我們还指出，在这里数3不是一切可能 
値中最小的，而11不破坏定理24之正确性的那些数的下确界很小. 

証明設 f 是数《的仔 总漸近 分数;則我們* 

« = ^ +-A - a)C 5 ! <1); (38) 

其次，对无論怎样的实数 A 我們都能够找到这样的数 f, 使 

由此 _ ” 

芦=|+备 （(39) 
因为数 P 和？除±1外沒有分因 JV 听以存在整数对 ；c, y, 滿 
足关系式® : 

O 几个更强的定理之簡单証明，巾丄儿辛欽在 “ JKophaiatu 3 近似理論中的狄 
利赫里 （ DirichletO 原理 （npHiuom ^ hihix .' k ? u TeopHK npnfijmjKenHH ) 

一文中求得 》 ymh 3, usm .ms (矣# n ^\ sn ) t 进一步的明确說明鞔于 a . a . 
辛欽的“关千車比 T 夫問題 （o aii ^ a-iO 4 ouhuneBa ) J, 一文巾, Kao , AH COOP , cep , 
nan 抛， 10, 281 〜 294, 194 G 骨- 格涅 科 A 

« 証明如下:如 栗 是紧接十 P 之前的数 a 的渐 近分数 ，則 

qr ~ ps = s = 士 i ， 7 { f /./ :■ -p ( ssi ) ^ /於-= #, - 

幷 il 对任怠整敌左 

pU-q-€st) ->( ： .J，n ^sH) =1 ； 


但左可以逨取得使 


\ - £St<-§-, - -— 辛欽汰 
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A 


轟 


♦ 








但在这样的情况下，据哭系式 (38) 和 (39) 我們有: 



\a,~y-(i\^ ^ + 4 
- <1 

t 

—‘V 一 — - 

. ? 

8 f 

飞 


^5 S' 
一 U 2 .. 'Hi 

i<f + 

1 

^2q } 

而因为 

〜2 

^3^ 



所以 





最后, 数？可以选取得允分地大，而因为所以*也充分地 
大;显然，定理由此得証. 

但是，关于方程 (37) 的近似整数解的間題还可以用另外的形 
式来提出，也許还更合理托.因为問 M 的实质是用选取琢可能不 
大的整数 A y 的方法，使妯 \ a < r ,-> y -$\ 荩可能地小，所以用下面 
的形式提出問題最0然.我們知道（根据方才証明了的定理 24), 
如果給出了充分大的正数《，則在任意无理数《和任意实数，时， 
可以找到整数$>0,化滿足不等式： 

| ax - y -^ j < l ； (40 J 

然而定理24, 一般地說，沒有吿訴我們，为达到用量 j 所描述的 

精确度的要求，应在怎样的范圍內畀找谊些数；例如，如果我們可 
以指出依賴于 Mil 不依賴千 a 和冷的数 W ，使不等式 (40) 在补充 
条件 

下总能够滿足，則这个 H 的就 a 迖到. 
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显然， ft 題的这个新提法与迄今我們所硏究的有本质上的 K 
別；如果以前的(在定理24中）逼近度全靠数 ® 的値来确定，則現 
在我們却預先給出这个淸确度，幷五相反地問：为了达到这个給出 
的淸确度应当选取多大的数 A 山于問題提法的不同，相应地它 
的答案也有另外的特点;特別逄，对千齐次和非齐次情況我們得到 
了本质上不同的結果. 

在齐次方程情况下 0 = 0), 所提出的問題得到很簡单的解. 
定理25 m a, V, m 

足不〒式 

* 1 

| a 忠一女 |< —— * 

n 

証明如采 《 是有理的 ， a = 和 0<6<« ，則当設 
后定理显然得証;如果《不能表示成这样的形式，卽如果 a 是无理 
数，或薄是分母大于《的贺理分数 T 則由关系式 

q^n<q n ^ 

(这里我們用 t 表汞数《的漸近分数)确定 a 后,我們有： 

I qk I ㈣ m 

因而 

这就証明了定理. 

現在我們自然应当提出关于在非齐次方程 (37) 情宄下可以不 
可以建立这样的逼近度的問題.拘句話說，能否断定，对千任意无 
理数 a 可找到这样 的正数 C , 使对无論怎样的数和良存在 
-整数 *和1 满足不等式： 

0<x< ; Cn ! \ax~y — p \ <-lv 
- n 

(显然，这时我們所要求的比在齐次情宄时所証明的更少 ， 因为 






豢 


泰 


•#. 
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允許 C 依顆于01，可是在齐次淸況下 <7 = 1是絕对常数 .） 不难弓I 
入与这样命題的可能性相矛盾的一些先驗想法；首先，对于有理 
数 h 它 显然不正确，因为在这种情况下，象我們上面看見 了的那 
样，一般地說(卽在任意6时 ） M 不能够成为任意小； 

还可以預料到这种情況：如米 a 是无现的，恨有理分数非常地逼近 
宅，則根据定理24量 \ ax - y - 玲 |可以任意小，然而_在适当选取芦 
和給定淸确度时，为此要求 * 和#有比較大的値.这些想法允許 
迸一步假設，差⑽ 一y 逼近丁•任意实数； S, 比有理分数逼近数《更 
忿易达到，卽比®似一3/逼近于0更嵙易达到；象我們知道的那 
' 样，同样地要求数 a 的元素不过快地增长. 

所有这些想法的論証和准确的数撒表示式，都具体表現在下 
面的命題中. 

定理 26 

意实数 n>l 和’召•都•能•找•到’滿■足 * 不等 * * * * * * ^ ' 

翁‘ ♦_ • ********* 

x< ： Cn t \ax — 

w^(®>0), -多兮 ▼早序兮疗孕 a 孕予亨零，$早 
. . 

* * EW * i. 

[c 0 ； d!, a 2 , …], 

且設 2 , …）.其次，設 m>l 和 j8 是任意实数.以 


也表 示数戊 

的漸近分数，山不等式 




确定則 

-皇 <一 J ： — 
i <h I ^<2% 


或 

a ^Jp±^- (|5|< X ). 

qt rfiq k 

(41) 








其次我們选取整数（，使 
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I ^ ( jk % 


T ， 


由此 


a 


(42) 

最后，象在定理 24 的証明时那样，我們找到滿足关系式 

(43) 


的整数对％义 

由 （ 41) 、 (42) 和 (43) 推得： 




啊 . 

- y - 

f + ^8 

1 q\ 

c Jy 卿 it 

1 xd 


■v , 

: mqic 

2^/jfc 

_; < _j 
- _ 


< 




2^ 

(» 扦 ” 




2 q k+1 \ 

i / + l = M + 3_ 

" 2m 2m 

到現在为止，数仍然是完全任意的；如果現在在铪定的 
n>1 时，假設則兄然钉 m > l ， 因而，根据前面所指 
出的方法选取数$和 




M-i-S 
' 2 


•j 

|otc-?/- < -i 
n ’ 

定理的第一部分 得証. 

为了証明第二部分，我們假設在数 a 的元素 a * 中可遇到任意 
大的数.在这样的情況下，象証叫定理23时那样，对无論多么小 
的正数 s ， 可找到整数《>0和 p 滿足不等式 


見 


< 
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8^ 

V 2 — 


(! s |< i ). 


現在我們設營和則对任意整数; r ， 女 ( OCa ^ CVi ), 


我們有： 


\ax—y — jS\ 


1 . 怎83 

十 


! xp _ __ x 

、― q ~- / ~Yq 

= I 1 

I %1 

— W) — 1 


aSs 2 

了 


_^s -. 1 


Gs _ 

V 


； l-2Ce _ l-2Cs_ 1 
2( / 2s n 


但无論 c 多么大，对于充分小的 s 我們有因而 


—対任意整数 A y{0<x< ; Gn) 




定理的第二部分得証. 

我們來总結我們所得到的結采.在硏究方程 (37) 的整数近似 
解时，我們把財任意在整数 怎 <Gn (这里 C 是常数，它可能 
依賴于时可以达到用莆^表示的淸确度的这种情宄作为“正 
規”情況.齐次（卽在;6 = 0时所得到的)方程总允許正規的解(定 
理 26) .定理26表明,一般的〔非齐次的)方程允許正規的解当 J1 仅 
当，如果相应的齐次方程沒有“非正規的”解，卽如果在任意8>0 
和适当选収 n 时相应的齐次方程不能用整数 z>0 和 y (a:<m) 迖 

到 i 的淸确度.由这个观点，我們所得到的結果可以作为綫性方 

n 

程(代数的、积分的等等)的解的一般規律的变形: 爭 

科亨学 n 竽 ，， ㈣ f ㈣巧亨-科▼'和卓， . 

… ai A 出' i ‘理于以•允許 
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c 是月的面数，其結果仍」 T : 确，只是証明（在它的第二部分）稍复杂 
—些. 

§9代数无理数的逼近法.柳維尔 （ Umville ) 超越数 
設 

f(x) = « 0 + a ± x + • ■ • + a n :tf (44) 

是具有系数如，％，■•■， a ,, 的; i 次多項式；这种多項式的根 a 
称为因为任何有理数《= + 可以着作是一次方程細 -a 

=0的根，所以代数数的槪念 M 然是佴理数槪念的自然推广.如果 
給定的代数数滿足 n 次方程 /(>) =0而不滿足更低次的任何方程 
(具有整数系数的 h 則称 它为 特別是，有理数可以看 
作是一次代数数;数,因为它^多^式妒 - 2的根，所以是二 
次代 数数/ 成称为+冬年$聲：川炎似的方法可定义三次的、四次 
的无理数等等.一切非代数•数你为亨亨聲;例如，数 e 和冗 属于后 
一种数. 山于 代数数在現代数論中 feSi 大的作用，所以在用有 
理分数来逼近它們的問題上作 T 很多重耍的硏究.在这方面第一 
个重要的結果是下面的所謂柳維尔定理. 

G ，使在任意整数 P 和《(？>0/愤’况_下‘ ' "* ' * * * ' 

+ ■龜 • ■■診 

! ^ I .... 0 
J q I q n 

5E 明 設 a 是多项式 (44 _) 的根.由代数学知道，我們可以改 
写成： 

f(x) - {x - a)/ 1 (a:) , (45) 

这里 / iO ) 是 m — 1次多項式；此时容易到 A ( a ) _0;事实上，在 
/i ( a ) = 0时多項式 A ⑷被 a ： 一《除尽，而这意味着多項式/ (； r ) 能 
被 (®_ d ) a 除尽； 但在这样的情况下，导数多項式尸 Or ) 能被 $—« 
除尽，卽我們有 f («) = 0,这是不可能的，因为尸 0) 是具有整系数 
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的《_1次多項式，而《是 n 次代数数.因而，我們有： 

/i(«) 

于是，可以找到这样的正数8,便 

/l (広 ） 参0 (C3f — 5 . 

設 P 和？(？>0)是任意整 数对； 如果 |«— 則八(-|^ 
_ 0,因此在等式 (45) 中代入 T f 后,我們 得到： 


I… 一 ^+^(f) + - + ^(f) B 


Oo^-ha! pq n ' 1 + …+ a n p n 



最后分数的分子是整数而且不等于0,因为否則我們就有 


可是按定理的条件 a 是无理数.因而，分子按筢对俥至少 

等千1;用 il / 表示函 数 / iO ) 在区間 (a — S , ot +3) 上的上界,因此我 
們由最后的等式得到： 


如果 

我們更应有 



f 卜 


Mq n * 





> 


^ • 
Y~' 


因此，若用 c 表示比 s 和^疋小的任意正数，則我們在所有的情 
况下(卽对任意整数？>0,幻有： 



f 1> 7 r， 




奉 


由此証明了定理 27. 



4 » 


第二草用連分数衣示数 


显然，柳維尔定理断定：代数数不允許 m 有理分数来作这祥的 
逼近，使其楮确度超过主要依賴于 所铪 代数数次数的某一确定的 
阶.这个定理的主耍历 史 衣 义在干 > 它第' -次 使証明起越数的存 
在和作出这种数的 -_a 休例 子戍为象我 們所看到的那样，为 
此，我們只領作出一个无理数，侦订理分数可以非常地逼近它，而 
在这方面， 我們由 定理 22 a 知， 构造 这种数的可能性沒有任何限 
制. 

定现27具体地指出，如; 00 和任葸自然数存 
在滿足不等式 

■ a --^ ! (46) 

q : q- 

的整数 p 和？ (？>0)， 則数 《 茲超越数.仉借助于速分数工.具很 
容易作出仟意多这样的数.为此.丫 i; 选収元尜《0, %;_1，作 

漸近分数1幷 ri 取 
<JT. 

A f 1 ). (2 {-一 1 ， 

因为那时 

| at - i ^|< — .^― -<； — < - 1 ^ 

因此，不等式 (46) 对 mut: 的 （) >tj 和「1然数在一切充分大 
的丨依財被满足. 

爸 H ) 二次无 现数 和俯环連分数 

对于二次无理数《定理打 巧 UM/: 在这样的(依頼于《的)正 
数 C， 使不等式 



沒有整数解 p 和？(？>0).据.定现扣 ih 此.又推得，任何二次无理 
数的元素都有界.然而，远在柳椎尔以前，对千二次无理数，拉格 
朗日 （Lagrange) E 找到了 表示 它們的連分数所特冇的更丰富的性 
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质.原來，二次无理数的元素序列 总是循 环的，反之> 任何循环連 
分数表示©某一个二次无现数.这个命題的証明在本节給出. 

我們約定，称連分数 . 


«= ( h , 


是如果存在这样的正整数知和\使財于任意 k>h 有 

< i { c-h — a k ) 


类似于十进小数我們将川下述方法丧示这样的循环分数： 

a 二 [这 0 ;七，*”， a^； a fcH 1 ， …，办…一!]. (47) 

定理 28 夸平 T 手 

…………… …-… 

* *‘涂 * * 二儿句話就可以 SE 明.事实上，很显然，循 
环速分数( 4 7)的余数滿兄 S 糸式: 

G I ft = i ' o ). 

根据第一韋公式 (16) ，对于 k>/c 0 我們有： 


a= :i_ 7 、 土抖:..芏= Pt + Ji - 1 r fc-t-^ +pfc+ 卜 2 

9 jfc -2^ fcH -{/ t -2 qk\ h - l ^ sth +^ k + A-a 

^ Ptfft- ( 幼〉 

由此 

.2 „ Pk¥h 1^ fc+_Pfc+R—2 > 

</l£-l^^r ( jK-2 gk\h lTk+^Tc+X-2 f 

因而 ，数 5 滿 足具布 整数系数的二次方程，所 以屯是 二次充理数; 
但在这样的情况下，等式 (4 S :) 之第一式指出 a 是二次无理数. 

相反論断的証明較 复杂. 設数 a 滿足具有整数系数的二次方 


程: 


以表达式 


ra « 2 + 6 a+c = 0. 


q „-^ r „ + g a .. 2 


代入 (49) 式，用 h 表示佘 数的阶，我們看到，〜滿足方程 


(49) 
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A n rl + B ^ r h 0 n =0, _ 

这里儿，札，是用公式： 

A „ = apl ^ 1 + bp ll . i q n . i + cqi .. 1; ] 

■Bn ：!jV-a+ 6 ( pn-jf/,,.—: 十 p„_Wri-：l) +2 c ^ t _ 1 ? n _ 2 ， f (51) 

G „ = apt _2 + bp „- s q „. i + cql --. J 


确定的整数.特別是，山此推得 

G , t ^ A n ， i , (62) 

借助于这呰公式容易®接驗証， 

Bl-4 ： A n G„^(b 2 -4 ： ac) {■p n _ 1 q„_ 2 ~q n _ 1 j>, l _ 2 ) 3 

— i a ~ 4 a ( j , (63) 

卽方程 (50) 的判別式对于所有 《 都等千方程 (49) 的判別式. 


其次，因为 


所以 


a - P ^ 

<]»-! 



= n 1 ( U <1); 

a 


因此由公式 (51) 屮第一式 得到： 

A n = u(ag,i-x + h(aq„ .. a + ? JJ + 


成 -2 
</ti 




=(cot 2 H- ft at -h (?) 7® _! + 2ria8„ _ 

由此据方程 (49) 

I Ai I = |2 mS w _j + m -^ S "- + ^< Va | <2|£? a ] 4- | a | + |5|, 
其次根据等式 (52) 


\ O tl . I A n ! 1 <.2 j «-at I + I « 1 + ! 61. 

因而，方程 (50) 的系数儿和仏的絕对値有界，于是，在界变 
化时，和0„只能収有限个不同的俥，据等式 (53) 由此推得，轧 
也只能取有限个不同的値， 
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所以，在打从1增加到⑺时，我們只能遇到有限个不同的方 
程 (50); 但在谊样的情况下，％只能取有限个不同的値，因此对于 
适当选取的&和 A 


.rrn 十 “ 

这說明，表示《的連分数是循环的.我們論断的第二部分于是得 
到証叨 . 

对于更高次的代数无理数，我們还不知道描述它們的迆分数 
有任何类似于在此所証明了的性质.一般地，关于用有理分数逼 
近于高次代数无理数，都限于榔維尔定理和它的某些更新的 K 强 
的命題的初等推論.有趣的是，到現时还不知道任何一个髙于二 
次的代数数的連分数分解式.不知道这样的分解式是否可能为备 
界元素序列；相反地，也不知道它是否可以具有无界的元索序列 
等等.一般 說来，与高于二次的代数 数分辩 成連分数相联系的問 
趄非常困难幷且几乎还沒有硏究过， 
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§1:1引 言 

从以上各韋我們希到，丈数按照其算术性质說来可能打很大 
的差別.除了可把实数分为有理数和无理数成分为代数数和超越 
数之外，还可能祀許多更細致的分奖法，按照一系列算米性质的 
特征,首先是按照逼近实数 f 办有理分数的近似特征來分类.在所有 
情况下，我們直到現在还只是滿足子 ffl 单的断定 :爲你 这种或那种 
算术性质的数,是实际上存在的 . 洌如，我們知道，存在这样的数， 

它的有理分数$农-示忒的犄确稈度只能赴这样：其阶数不起过 

(例如，所布二次无理数） MU 我們也知道，还存在这样的数，対 

它可以作更髙阶的逼近（第二草定理 22). 很自然地，我們 产生这 
种 問題， 我們应_当认*这两种相反的怍质 郷一种史“普遍”、两种 
类型的实数中哪一种更常見呢？ 

如采我們希望按 S 种方式提出的冏題的措詞更确 切®， 我們 
就应当注 意到, 我們談到灾数的任何性质(例如，无理性,超越 
性，或元素数列为苻界等等)时，全部实数的集合就按此性 M 分为 
两个集合：1 ) ii . 有所給性质的数的集☆，和 2) 不具布此性质的数 
的集存.显然，我們想提的問瓸 J 片蛄为按照确定 H 的来比較此二 
集☆的問題，到底哪一个集合的数多些，哪一个集合的数少些.但 
是实数集合可用不同的观点按不同的特征来作相互对比；可以提 
出关于它們的势，或測度，或-•系列 .3(: 他度量的問題；无論就方法 
或結杲而言，最 也趣 味的是亨竿冏题,它硏究具有給定性质的数 
集的 印罕. 一种学說，称为_乎半學 序的度 量理論，在最近得到 E 





513 将連分数的元索作为 nrrft 示的数的菡数 53 

大的发展，幷艽已經得到了許多簡单而存趣的規律性.而在无理 
性算术性质的一切硏究中，述分数是一个然的和最好的硏究工 
具；佴为了使它成为算术工也就是說，为了川它来硏究 
具有某种算术性质的数集心命字, M 然,我們首先应当对此工具本 
身作詳細而全面的度 H 分析一換句話說，应当学会,字孕亨巧 

m' kkfess^riki4-*/>iinki#k ； 

i 合的測度， 其速 分数展开式中= 或办><1000,或其元素为 
有界数列，或在其元素中沒有偶数等等，諸如此类.解决这类問題 
的方法的总和，形成年兮譽雩本章将叙述此理論的甚础 
及其初步 应用. 因为 W 听 上' 任意整数不改变它的甚本算 
术性质，所以我們以后 M 考虛在0与1之間的实数（卽处处假設 
«o = 0). 对于度:通理論，如果我們希蕻集合的測度在一般情况下 
不成为无穷大的話，区問为介限这一限制終究是必要的. 

我們假定讀者 EL 熟知 集介的 錢性测度理論的甚本定理 0. 

§12将連分数的元素作为它所表示的数的函数 

任何实数 a 可唯--地农成連分数 

«=" k >； « i , a -2 , …]; 

因此每个元索 〜均由 此給定的数 a 单値确定，卽它是 fl 的单値函 
数： 

a n = aja ). 

在連分数度量理論的构造中，第一步应当是此函数性质的硏 
究，我們将对这类函数的变化过程形成一个一般的槪念，这就是 
本节的任务. 


0 对于了解木章来說，更充分的知 _ 見于 H• 0» 亚历山大格夫 (AaeKeaa^poB) 
和 A ， H ， 哥尔货哥济夫 (KojfMrtropoiO 所养 “ 实变函数编初步 u to 叩賜 
电 ymapifi ^ cficTD htojemioto nopeiicijnoro)^* fTTH, 1933, 第 三章 . 辛欽注 
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我們己在§ 11中指出，我們处 处設％ = 0;为了书写簡便我 
們在这种情况下，将 

a = a . t ； a 2, …] 

簡写为 

( X r - [«1, 0-2 } …]， 

也就是认为 

Oa ， a Q ， = --- 〜 --- j —, 

f . i-i ~ " - 1 --- ' 

如+… 

首先将第一个元素幻作为 A 的函数来硏究.因为 

in — 丄， 

a 辽 2 +… 

所以，显然有 卽叼是 不超过1的最大整数.因此， 

a x = l 対于 1<4<2 成立，卽 4< a <l， 

1 _ 1 1 

~ 2 对于 ■ 2 々4 < 3 成立，卽可 < oc $ ， 

% = 3 对于去<4成立，卽备,等等. 

一般說來， 

«1 = ^ 对于友 + .L 成化，卽 -^~ ; y <0(^^-. 

因此在I収整数俥时，阐数％ _ 〜:《) 发生間断，又迮 ct^O 函 

数 &(«) 无限制地增大 . 由图1 它的阁象. 

还要指出，〜在每一个这样的区問中保持为 

常量,这些区間我們称之为^^区問，而 

f a x (a)da +oo ， 

Jo 

因为此积分显然等价于发散級数 


4 


1. ...^ 
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a 】 ⑷ 



图1 


JK1- yir) = SiTr- 

現在来硏究函数 a 2 ( a ). 依此目的首先考虑任何一个一級不 
变区間 

在此区間中 «i = i 处处成立，因此 


^丄’ 
^2 


幷且和[7’ 2 ] . 随着从1趋向 tt 由 1 趋 
h k +1 

向 I ,因此，它跑过所給的一級区間.这时,显然有 


:1 当 Kr 2 <2, 卽 


办= 2当2孓0<3,卽 


<a< 


1 




1 


3 当 3 < r fi < 4 , 卽—— - ^ ce < - - 

“香 
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第二聿 連芬数的度量理論 


一般地 

% — I A + 卽 




h + 


k + r+i 


因此，在我們选定的一級区叫中，函数 a («) 的图象表示如图 
2所示， 


a s W 



函数 《 a («) 在#一个区冏 



中保持为常鼠,我們称这些区叫为区問； 因此， 每个一級区間 
都被分解为可数个二級区間，它們卜)戸 y - f 排列(注; S ,. -級区間 
所形成的序列是山 Ynh 左排列的1 .使 A =々的 a 値的集 . ft •是一 
个一級区問；使 A ?的点集，却迠可数个二級区問（每一个这种 
二級区問 M 于某一个一級区問 ）. 好…个 一紱 区間山条件 a = A 
决定;每一个二級区問由条件 «1 ■■■-& 及决 > il . 

一般地股設我們已經对《級区問下义，又对函数化(>)， 
«…， a „ ( a ) 作了研究.傅—•糾値 

a i — ki , a： i ~ ^-2, •■• f a n = (64) 

决定某一个 ft 級区問人.为了硏究阐数 ( a ) 在区間 人中的 
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动态，我們指出，在此区間中的任何数《可 以表为 

a ..'[] c 1; h ，…入， r n+1 ] , (55) 

这里取从1到⑺之問的一切可能値.反之,対任何 r n+1 (l< 
式 (56) 給丫我們一个数 a, 屯滿 足条件(54)，所以 
它属于区問人；因为 a„ +1 =|>„ +1 ], 所以我們着出，在每个 n 級区 
問內， a„ +I ⑷取从1到〜之間的一切辖数値.为了构成更楮确 

的图象，象通常一柞，約定以I表示数《的漸近分数.这时 

{ h 

n _. ] hT " tA ± l：'jzL 

n+u ■ 

幷且，当 a 跑过所給区問人时， r,, +1 由1增加到00，而外，％, 
pn - 1 , ? B -:t 保持为常量， Pi 为 'B 們由数％，以…,〜完全决定，而 
%, a；j, …，0,,在人中不变.特別是設 r„ +1 = 1和当 r n+ r^oo, 我 
們得到区間人的两端点 

仏主■化和1; 

因为 

a _ 1 (-1)" 

Wll+l 十 Vn- i (?" +《ft—1) 

这样，在区間 (1， co ) 內的单調 函数； 所以，反过来， r n+1 
和 a K +: [是 ot 在区間 



中的单調 函数； 这样一来，当 a 跑过区間人， a „ +1 ( a ) 依次取値1, 
2, 3, 从而将 K 間人 分成可数个 n +1 級区間.这区間序列 
当抑 为偶数时 从右向 左排列，当 a 为奇数时从左向右捭列 O . 

这样一来，函数《,,(«)的钩造，至少从其性质方面說来，&完 


❶为数，則 a - iV:.-0, 增大，則 a-?3 ■減小，卽 a 是 

C/.j Uk 

戚函数，. hu 和叫 + 1 是 a 的戒函数,—睜名注 
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全閑明了.再約定将区間 （0, 1) 称为零級区問（它是唯一的），我 
們首先用更小的区間的序列把它依次地盖起来，把 U + 1 級区問序 
列安放在已經作出的《級区問上;当《为偶数时，此序列由右向左 
分布，当 M 先奇数时，它由左向 Yi ■分布. 函数〜 +1 (a) (Jt = 0, 1, 
2 ,…) 在每个 《+1 級区間上保持为常: tt; 它在每一个 n 級区間上 
是单調画数幷几取从1到 OQ 之冏的一切整数値.每一組値 

a i — , «2==…， o „ -- 

財应于一个唯一确定的 n 級区問，反之亦然.一般說来，更普遍的 
値組 

Wm, =^1, Sm, = i'l , … ， a m, = 

和由区間构成的可数集合相对应. 

对連分数度 fl 理論 ft 然会提出的第一个問題是 f 如何确定在 
(0, 1) 区問內所布 = A 的点集的测度 O; 我們已經知道此集合 
总是由区間組成的系統（区問系因此，問題是关于送些区間长度 
的总和的确定.这个問題在第一次近似范圃内很容易解决. 

我們約定在以沿用 

九卜， n 2 ，…， i »,\ 

U ' a , k ：,, kj 

来表示在区冏 (0, 1) 内滿足 

ra ir , : a n a = 

的点集；在这 M, 所有恂和屯都是然数，幷且一切叫都是互不 
相同的.我們已經知道这种集合总是 S 問系.其中，我們已知集合 


是由关系式 


E 


1, 2, n 

hi , Jc 2 , h „ 


Ui = /c i ~ 1 . j 2 ^ ** m j 

所描述的 n 級区間 . 


® 相在此点所表实数的連分数展开式中以下冏此. 一 蹕者注 
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显然，我們处处有： 

> 枸-1，％ 珣+1， …，％ 
V ^1, • *', h ， 釭 I ， 备 iHh …，女 a 


= E _ 


抑 hi , ％ 


f°i } - t + f 奋 £ ii , k % j 

最后，我們約定以 iW 7 ? 来崁示集介 E 的測度. 
現在考虚任意的 w 級区問 

1. 2,…，” 

釦2，…， in / 

和包含在其中的 U +1 級区冏 

1 ，% n ， 71 hi \ 

我捫已經知道,区間人的端点是 


J il = ^ \ 


jn.-H 


pti 牙 u 一 1 

9 n + q^i 
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(56) 


在此’一般用 t 来編分数 


[ D a , …， 屯,] 

的*阶漸近分数.从另一方而来看，对于区間 / Si 中的一 M 点我 
們有 

«»+!= [ T ' n + l ] := 3 ， 


所以 


sSr n +1 < s + l . 


这样，在区間人的所有点 


a _ P，,r, l+ 1+Pn-1 

^ n ^ n+l ^yi—1 

中問，凡是 s<r„ +1 < S +：l 的点都属于区間由此可得特例， 
卽区間的端点是 


_ M±PizL p"(s + l ) + p tt _；t 

^ W -i 办 （s + 1) + g 卜 jl 
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因此 
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j = ' Pil ™ 1 丨 r -— - - 

n i q ti (/n'hf/n-l i 卜？ N-1) 

m Tia) _ i PnS+V，-l _ ^^T . 1 } 十扒二 1* I 

^ n+1 " 1 qA ^-\)+< U -^ I 


^ f 1 + 


3^ zl \ ’ 
q » / 


1//W 十 <7«-i] V^hi (s; h + f/^-i] 




.4一驟 + .!:驟 


所以, 


am = l 

肌人 s a 




1 + 




1 + 


i + 

s sq A / 


这里右端第二个因子然处处小千2,大于后者是因为 

1 +fc " 


?n 


丄 +^- 1 和因 此我們 得到: 




肌/;_ 


■! I- L_^.-- 


2 


(57) 


3 s 1 ' _H— 

这就說明， 在仟何 n 級区冏中 由値〜 + 1 = s 所刻划的+1級 
区間，占所給 n 級区問的$阶的部分.馈重要的是，由不等式 
(57) 所违立的界限不仅完全不依賴于数 h ， …， K 而且也不 
依賴于阶 数〜仅 仅山数 s 决定.将这些不等式改写为 
mj ri 


3 s 2 


- <^ J ) t ： 


mj , 


按一切 n 級 区間人 求和(換句詁説，按 k 2 , ■, A ,, 从1到 oo 間 
的一切値求和），最后，注意到 
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2慰„ ^ 1和2 W % - 顧 | 


1+1 


我們得到： 


38 2 


<肌.苑| 


r)<i 


它在第一次近似的程度上解决 r 我們提出的問題.我們凊到， 

- >3 I ■之問 


§ 13 元素增长的度童性估計 


我們現在 E 經有充分的资料来解决这种点集的測度問題，它 
的每个点所对应的速分数展开式中无穷个元素都必須符合規定条 
件. 作为第一个例 T •我們来証明以下的簡荜命題. 

定理 29 夺劈 0 U ) 1 卜 7 :,押 f 啤― jf , 

証明以‘示区中‘的这种点集对应元 
素 o 均小于尨，設人是 U : 収的《級区間，而且它的点滿足条件 
a t <M (i = l , 2, ■•■, n )； (58) 

对于人中滿足补充条件 < h , +1 = k 的点所形成的 《+1 級区間，用 
JiW 来襄示.根据不等式 (57) 之第一式，得 

册人， 


因此 


默省合> t 肌人 s tto ? 




1 


du _ 

uHcAf + l ) 


^ IJn , 


又因为 


o 指此点所代表的数的連分数®开式的元素.-一-屝者注 
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第三章連分数的度蛩理 f | 


S :二人， 

所以 

在此，令 

T = i - — 

3 UU + 1) ， 

幷且当 Jtf >0, 显然冇 t <10. 

以用 ^隶 东区問 (<J 3 1) 內满比条件 (58) 的点集，我們由不等 
式 (59) 可見，任何 n 級区冏人」 j 码广”的交集的測度小于^册人； 
显然，因为不 M 于五 P [卽不滿兄条仲 (58)] 的 n 級区問不可能包 
含集合娜 hn 的任何一点,所以将不等式㈣)按一切质于地 1 的《 
級区間求和，我們得到： 

^E^ +v '<mE^; (60) 

继績应用此不等式，显然，我們得到 

因为 0< T <1， 所以 

SK 五 f—>() (n— , 

但是按照集合 私! 的定义， 显然它包含在毎一个集合邱)之中，所 
以 

-o@, 

現在設 

2 E , 

我們有 

❶由 《 i >0 可見 3 f >0 —定成立.——評者注 
© 根据实变函数諭中的定理： F [ ^' T 7 Jb ^ 

又 , ^=>^M (t 二 1, 2,… ，朴） 

lim —課者注 
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j/=i 

但是，具有有界元忐的数，当财充分大时，它必属于集合 S i； , 
故此数也属于集合五，定理由此得証. 

我們知道(第二章定理 23) ,爲有存界元素的数若用有理分 
数束逼近它，則其近似程度不会比如下规伴 

(6i) 

莨好(所有二次无理数就是这种数）.我們現在看到所有这种数仅 
仅构成測度为岑的集合；換句諸說，■(卽除去测度为零的 
集合外)的数都可能用布理分数作更冬4 ik 近.显然，近似法的度 
最理論的基本冏題是：允許用有理分数作这种或那种程度的近似 
的数集，共布何种测度？特别是，对 J . Lf 呼数(卽除去測度为 
零的集合外)什么近似规彳 I :是最奸的“，如采我們約定略 
去測度为零的数集《，則 在此范 圍內由不等式 (61) 所建立的珙律 
还可能得到进一步的改善. 

在下一节中我們再来解决这个問題；这里我們还是先来証明 
如下的命趄. 

定理30 ffi < p ( n ) n 

，野 M 

a n a ft ( a ) > <p ( n ) (62) 

对于几乎一切 《 做都成立 X - 限多次;反之，若級数 ■— 收斂， 

. . * * * R=1 W * * 

KiJWJ^f--a ： ic«, —ff +(: 62 ) 轉亨兮轉 . 

' * A 別一)恒’等•于■.正的常 k . f 我們从定理 
30可片1来証明定理29的集合_©1是零測度的集合.这 
样，定理29可以湣作是定理30的一个最簡单的特例. . 

証明定理的第一个論断的証明完全.类似于定理29的.設 
是 m + n 級区問，而 H . 它的点都满足条件 












第 H 章連分数的度最理論 


a m + t << p(m + i ) 2 3 n ) (63) 

(对于 A, …， 〜我們 不加任何条件).恽留在証明定堙29时 
引入的記号，我們得到类似于不等式 (59) 的 結果： 


肌 ㈣ 暮 , +1 /(丄 +1< [〜 3—[ n ： P ( m + 奸 1)] 

将此不等式按一切滿足条件 (63) 的 m+n 級区問求和，又将 
区問 ( 0 , 1 ) 中滿足这些条件的数集記作風我們得到 


飢仏,》 +1 < 1 — 


3 [1 + 沪（/⑽+竹 + _1 )] 


y=T f 肌冗 


继績应用此不等式，得到 




3 [1 + 屮 (w+i)] 


如果級 Sat 发散，則級数 

™ 1 


不論 ™ 取何値，显然也发散,而枳据无穷乘积的理論，由此可得当 
71—00 时， 

JJ {l ~¥[T+ 炉 （ m-H)T} - 0 . 

因牝,对任何 m ， 我們都有 

f >0 (打- > oo ) • 

但是任何数《，若它滿足 

a m + i <( p ( m + i ) 2 f …）， 

則它显然属于一切集合 

(«- 1, 2, ； 

因此，若我們把这样的数*記作它的測度一定是零.最后, 
設 


乳+_© 2 +…+7^+ -■* = 芯， 

我們湣到， 2)15=0; 但任何数 a , 如采它滿足不等式 (82) 不超过 


贊 


¥ 


擎 


聲. 







霤 
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有限次，那么，很 M 然，对千充分大的 I , a 必属于集合五〃，所以， 
a 应当属于集合見这就証明了定理的第一个断言. 

現在假設級数收斂.設人是一个 n 級区間，而 
A % 是此人中滿足补充条件 a n+1 = km n +1 級区間.椐不等式 
(57) 之第二式，我們得到 

21;/私<-| 职人， 

由此 

k；^+i) h £ i=o {^(n+1) 


<mjJ 


Jpc»+d J 


mj n ❶ 


,(p(n^l) Jpcn+d « a J 9>(n+l) 

& F n 表示区問 (0, 1) 中满足〜>沪0)的数集，幷按一切滿 
足不等式的 n 級区間/„求和，.又因为 = 1 我 們得到 


骱 # fU1 <- 


p (对 + 1) * 

因此，集合^\，…， i ^， …的 測度形成收斂級数，以尸表示区 
間 (0,1) 中的数集，它的数 M 于无穷个集合 F rt , 所以 * 

O 在此似应加条#,对于充分大的 K , 此式成立，因为若■凇教,則当 

»充芬大恒成立，又 [. pfn + ij+ip +|j [^( n + i )+ qi - 

-1 卜知 1 r * 如 

*%%+!) + J 5 («+ i ) +xf "^>+iy + J r ( n + 1 ) iF - 当如充 分大， v (»+ i ) 


> 1 , ♦' 


1 

^9{n+l) 


譯者沌 


q > Hn + l ) 




du 

(»»+%> 




' + C 


du 


❿这是集合的測廑論中的 G 韧定理；可以这样証明,因为不猞 m 取何值，集合 
葸都属于集合 | 尸《,所以它的测度不会超过^ SflF n ，伹当 m 充芬大 ，拿 SSRF„ 
可任意小 } : SW #=0, ——辛欽法 




fie 笫 = 章連芬数的度 * 理論 

但是^正是这种数的集合，对千它来說不等式 (62) 滿足无限 
多次.进样，定理的第二断言也获得証 

§14漸近分数分母增长的度最性估計. 

逼近的度 a 现論的 基木定理 

定理31 mmimM'trM 坪轉，4竹竽轉轉予 

gjn ,* 

? u = q , l { rt .')<( l !ln . 

lij . 在笫-一章 S 4 中 （记理 J _‘2) 农們石到，对于了亨数 
a 的谷矗分母 如，当 n 塘加时.卞的增加不会慢于震个对 
固定公比的几何級数.定理別指出，对于 4 f 了 数如的 
增长不会快于另外一个有絕对岡定公比的几何此定理还可 
以这样叙述:存在教这样两个 M 对常数 a 和4(1<0：<2),对于区 
間 (0, 1) 內几乎一切数《当》充分大时有 
«< v / V „ <A. 

事实上， 更强 得多的定理成立：存在这样的組对常数 r , 几乎 
处处有 

r U ^->' Do ) * 

可是此定理的証明要复杂得多，曲 a 在証叨过程中要求更高深的 
輔助工具，我們在§ :1_5和§ 16中将认識这工具，可惜本书限于篇 
幅不允許栽入此証叨❶. 仉为了 3&們最近的基本目的——証明寇 
理32—一則关于定理 31. 所叙述的数％的性侦 L 1 經完全够了. 
証明以 E n { g ) ( n >0, 分>1;丧示在区冏 (0, 1) 內滿足 
a ^ ar ^ a ti >g 

❶辛欽予 1935年証明了这个亊宪 （當 荇 “Zut metrisoKen Kettenbr\iebTb©o- 
rk, Oompositio Mathematical % y, |y 2 期， 275 〜 285 ), 不久， 法国 数学家 

: P， IAyy 获得了黹数 r 的明煺表达式，卽 In r 二(参看已I如 y，Th^orie de 
i^ddition deg variables al^atoires, Paris, iy37 ? 320) • ——格涅坚科法 
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的数集；砑然，此集介乃是^級区間的 系統； 由§12我們知道，每 
一 个这种区間的长度为 


I u ，. 士! =___1_ 

I + 1 丨 十？叶―1 

这是因 为继賴使用叨显的不等式 


- < - - ± - 

qi Ok .，％) 2 ’ 


可得 


7 m >f^/ n -i 


因此 









(('>4) 


在此必須对滿足不等式 a ^-'- a ^ g 的一切自然数 a !, a 2 , …， 知 
的組合求和.为了估計此和数，注意到 




n ( 1 + i ) 


r^-U 


-2 n 


(h , ^i( Q i + l) (<a!i+l) 

^ -1 " 1 <1 x ^2-'- dx H 


所以 


A f ^ +1 dx , (- 

k .. 丄 

S {ll 

1 ，州 W !_ f=l di ) 




在此人 0/) 是展布在区域 

X {>1 ( i ^ 1, 2, •••, n ), 

XiX . yX„>g 


上的 》 重积分 


JH dx^dx 2 * ^ *dxn 


n— 

♦ j " 


当 M 然此区域成为 = 2 ，…， n ), 我們 


f 寻到： 


人⑷={“-對 =1 


(66> 
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現在指出，当 9>1 时 


JJ, 9 ) 


1 以 Qn ff y 

ff i^o i ! 


( 66 ) 


事实上，当 n = 此等式取如下形式 
\~dx 1 

J'f — ? 

这是无疑的;假盈当 i •时(肋)式成立，則我們有： 


J *+ i {9) =1^ 




9 


J ^{ u)du 


9 Uo 


J k ( ； ii)(hi + j i Jft (tt) dw 卜 

在第一个积分中用 （65) 式表示⑻，在第二个积分中用 
(66) 式表示它，当趴 g > l 时，我們假設八以）的表达式 巳經建 
立，我們得到 

定理由此得証. 

听以， 

g i-o 'i I 

其中，設 £f = e 、 在此常数/>1，我們 得到： 

趼五 n ( 〆 "） 2丄^+)丄. 

在所得的和中，容易看出，其毎一項都小于 
n!' 


因此，利用估計阶乘的斯特林 ㈣ irling ) 公式幷在以后設 CV 与(7 3 

是两个正的絕对常数，我們得到： 

WEJe An ) n an 2 - A )^(^ n)l ' 

n \ n n e ~ n \/~ 7 % 
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可是当 Z 充分大，則 

A-ln^l-In2-l>0 ) 

所以，肌札⑷"）小于一个收斂級数的第 n 項，这样，級数 
gspi 凡 (O 收斂，所以在区問 (0, 1) 內除去測度为零的集合外， 
每个数只属于有限个集合札 (e A "); 但这就意味着，对于区問 
(0, 1) 中几乎一切数，当 ra 充分大时 r 我們都应当有 

又因为 

如 = a n q„-i + q n -^<2a„q a _ 1 , 

因此 

所以几乎处处射充分大的91冇 

A <2” e J * = e n ", 

在此設定理 3.1. 由此得証. - 

所得結果具布很特殊的盘义 t 在目前对我們特別重要，因为 
它使我們可对上节提出的近似的測度理論的基本問題給出簡单的 
解. 

定理82 it ^ 呼导时㈨ 

孕予肀苧竽 . ct>o '44 … 

£>0)鈿 (67) 

发散,則几乎对一切 a， 不等式 

_• 4 * * * • • 攀 《_ 

卜—:-|<， (68) 

44,* (68) (? 

> 0 ). 

預先指出.在特殊 情况下 ，根据定理 32, 不等式 
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第三章連芬数的度造理 


•螯 



几乎处处对 a 都有无穷个整数解，反之，不等式 

h _ f H r /= ii + ^ 

对任何常量 e >0, 几乎处处对《只有打限个.幣数解.因此，我們 
可提出这样的槪念的一个范例 >卽若略去测度为審的集合，我們应 
当将近似的一般規汴改进到何种程度 . 

钲明 1) 設积分 (67) 发故，令 

( p ( x )= e ^ f {^), 

在此，5卽出现在定理31中的常域.这时积分 


(p ( x)dx 



/(.«x 


这里义 >(^>0, 当此积分 无限制 地增大，但根据定理的条 
件,函数 〆 是不堺加的，所以絨数 

i ] ? («■) 

n=i 

发散 ®. 根据定理30我們由此断芎，几乎对一切数都布无限 
个 i 値满 ri 不等式 


^ t+l 


1 & 

-'两 '■ 


但当此不等式成立时我們鞞布: 


I Qi I ' qf 

据定理 31 儿乎处处対充分火的 i f / 

qi <^\ 


(69) 


O 

e 


/ fp (幻不增 s *、—* 禪着注 
? a * +1> 又的 + 叫 _ ， ... 叫 +1> iTcITi)^ ^ — W 


罄 




、• 




% 


姆 




者注 
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由此， 

i > Jml . 

所以不等式 (69) 几乎处处对允分大的 i 侦都 U 向不等式 

r v ； i 9 f (h } 

最后这一不等式几乎处处对汜穷个 丨姐都 滿址，定理的第一个断 
語由此得証. 

' 2) 現在設积分 (67) 收斂，因此級数 

i/oo 

rt=i 

也收斂 o. 以_^表示区卯((>， 1) 中滿足如下条件的数 a 的集介， 
対于适当选定的整数^沱滿足 

1 I- !. 〆 f(n) 

r'n^n 

f 显然，集合凡^赴分别以点 2 , t 1 - 为中心的投度为 

L n n n 

■的区問及区問 (o ， ■ /； -^ ) -) ^[1 (l - 1) 的总休 ® ] .我 

們布 

\ V ； E „^2 f ( n ) 

(符号 < 当/(—>备_立).因此，級数 

n=t 

收斂;象我們 ti 經不止一次所作的那样，我們断定，区間 (0, 1) 中 

© _.• 是不增函数， *+■ /⑻也是不增囷数， . + .2/ C ^ M - i )< t / ⑻如. 

rt=i JI 

- -- 雜者注 

e 应当玫为：指的是这费区問和 （0,1) 的公共部分.因而其长度 
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几乎所有的数 a 只属千有限个集合札;这就是說，对于区問 (0,1) 
中几乎一切数 a , 当正整数 ff 充分大时，不論1>取任何整数値，不 
等式 

卜-斗 服 

I ? I ? 

都成立,定理的第二断言由此得証 . 

在下节中我們将认識这样的方法，利用它可以解决連分数度 
量理論中深刻得多的問題. 


§ 16高斯 ( Gauss) 問題和庫茲明 （Ky 3 fcMHH) 定理 


在本节中我們硏究这样的問題，从历史上說来它是連分数度 
量理論的第一个間題.这个 問題高斯& 經提出来了，但直到1928 
年才得到解决 <>. 

象通常一样，設 

a = [0； «i, a ,, a n , , 

T n T n (ot) hi, ®ji ^2 j *■■]， 

以〜 = 〜( ot ) 表示連分数 


卽，令 


[0; a nll , …]， 


3,i r n --a„. 

显然，处处有 



0 氣 , <1; 

以；0) 表乐 在区問 (0,1) 內滿兄 

z„ («) <x 

O 見千 p. o. 庫茌明的工作《关千一个离斯問題 （06 0SB05 sasawrayooa)'% 
苏联科学除报吿，只 AH(A), 1928 年 , 350 〜 380 頁 . 另外的解法見千 P. L4vy 的 
文孝 ff BxLT les lois de probability dont dependent ios quotients complete et 
Incomplete d^ine fraction ctmtimie ”， Hull. Soo, Math. 57, 1 的 9 年， 178^294 
W ——格涅坚科注 
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的《点集的測度. 

髙斯在給拉普拉斯 CUplace) 的一封信屮說，他已成功地球到 
了一个定理的証明，利用这定理可得 


lim m„ (a;) (0^a:-^l )； 

n-4oa |Tt Li 

他又指出，最好赴能估計当充分大时，差数 

(70) 


是什么阶的微最，据他說，这件事他沒有完成.看来，髙斯的証阴 
从未发隶过;此命題的其他証法直到1928年以前也还未知有人找 
到过，到这一年出現了 R 0. 庫茲叨提出的关于高斯的問題的証 
明；同时庫茲叨也找出了差数 (70) 的很妤的估計.本节的任务就 
是叙述庫茲明的这些結果,以及为我們以后所必需的某些推 r c * 


髙斯 E 經知道函数序列 

m 0 (rr), m^x) } m 2 (^) , (*) , 

滿足函数方程： 


事实上，由明显的关系式 

知:二 . ..1 __ 

+之， t+i 


可見,不等式 

3 n +l<* 

成立的必要且充分的条件是:对于适当选擇的正整数&値，不等式 




k^ <z ^T 

成立;叉因为滿足此不等式的数集的測度显然是 


0和离斯相似,庫茲明是用槪难論的术晤葫明地說出他昕得的裙果的9无疑地* 
这不能改变它的度量性 內容. -—辛欽注 
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0- 7>> "(士)， 

故由此得到关系式 (71). 

容易疽 接驗証，函数 

fp(x) - --G In(l + :c) 

对于任何常数 C 都滿 Jil 关系式： 

'f W 香 )1( 击)}，— 

也許，屯就是高斯所指出的当 /*- 时函数 W n { x ) 的极限函数的 

正确表达式. 

对方程 (71) 作形式 t 的微分.得 

(ith)' (72) 

不难証实，关系式 CT 2) 灾陈上 品成 立的；事实上，因为显然有 
z 0 ( a ) =«,所以 (>)'_= 心因此 <(>) =1; 一般地假設对某个 
函数 mUiK ) 为有界和連糨，則关系式 (72) 右端的級数在区間 (0 ， 1) 
內一致收斂;因此这級数之和也冇界和連績,幷且按 巳知的 关于級 
数逐項微分的定理，此和等于这样一来，用归納法就証 
明 T 关系式 (72). 

方程(7 2 )比方程 (71) 便于硏兜多丫.庫茲明的甚本結果是与 
它有关的，我們現在来叙述此蛄果的骷明. 

定理33竽副， / s ㈤ ， f „{ x ), …号宇冬夸啰芩啰 

[0,1] 上的实‘数序列，而目.在此区冏内滿足关^系 k ：'**** 

"••■*** 齒 眷 •♦拿 ■ 

/ n+ iW- 2 (㈣ 乂 （ 73) 

XUf CKKl 时 ■ 

0 </ 。 0 )<观和 i/o^) I </i, 

則 * 

t 

八 ⑷ --■ ~~ + dAer ! - vs ( 0 < 料 1 ) , 





* 


•4 


# 




.雀 


$ 15髙斯 (Gaiiias)^ 題和雎茲明: Ky：H^mu} 定理 

a = w \ j < ii ' z ) dz , 叫 <:1 ， 

】W 此 iiT.k4iiVi 叙述：初’等 •的 •引’理. 
弓I理1在定理33的条卜•，对于任柯 n > 0 , 

\(],+ xq n ^/ (^ H -^- i ) 2 
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(74) 


在此 (i，！ 羊 Aul ) 是任何#級区間而求和是对一切 n 級区間进 
• • v g n q n +q Ti ^x / *. * * * * 

…料 i - 如巧轉 ㈣ 气 n ) • 

e * 8 eW ’对士二」0;关系式 (74) 是明里的，因为在■这 * 种情_夹*下， 

只有唯一的区間 (0, 1)，幷 n . ?。=0, ? o = i , P - 1 - 1 , q ^ i = o . % 

假設关系式 (74) 对某个 》1 成立，我們据基本方程 (73) 得： 

A +1 ⑻'1 ( A ' i ) 3 /-'( ^) 


基 （ A + 孓 p 


-^/o - 


^' + ' k + x ^ 


^ + lix 


-9n^ [q n + 


A +* 


g B — 1 


= XI f I ( g ^+ j >„- a )+ a ? p „| _ 1_ 

° L ((j/„k + q n -i) +xq n J {(^ + ? n -i) +«?.,}* 

= ( "<' } f ( v^+'mA _1_ 

^ W - i+l + ^ r ,/(? n+l + *?-) a 1 

引理由此得証. 

引理 2 卒考學 S3 巧冬坪下，呀〒 M > 0 , 

I 伽 1< 命 + 猶 . 


証明遝項微分(7 4 )式，我們得到: 




(-1)" _ 

(?" + 呵 FI-1) 4 


-2 S / o («) 


< h- i _ 
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5 ... 



在此令 

q n + xq n -i 

由此式农端两級数在0<「(^..1上的一致收斂性，得到逐項微分的 
.合法性.注意到 

1 / 2 0 

(?»+呼 卜 I) 2 .... + ’ 

根据第一章定理12, 

同时考虑到明显的关系式： 

受 _ 1 == 兮 ： Pa _ gn+Pn -1 I _ 

我們根据定理 33 的条件得 到： 

I /Ii (^) [ 2 ^ 35 -+ 4 J(f , 


引理由此得証 ®. 


2 (<?n + 9, t - i ) =^+(4^-1) g n g„_i + ^ q^-i 

-—譯者注 

<masf/JC«) I -max —- -— -V - 1 - • 

■ 1 < 1 

"fe + ^- l ) 3 ^ Zr， 

.上式 . 


<：， 2^ J / 0 ( ii ) 


_ 扭 ^ jy_ P"_+Pn-1 _ 私 


gn-I 

( Q «+^»- i ) 5 


j < yma.x I I max 

— 2 ―一 

、 如 J (Qn+Qn^Qi 

<^2M ^ — -- - —s=42tf 9 


gpi-l 1 

(备+巧二 i) a 

2 


•’* i/tt (^) 1 < -^：3 +4if # — 






S 15 高斯 (Gausa) 問題和庫茲明 {Ky^urrn)^ TV 

引理 a 

m 

iT ^ <f,1 ^ ° r )< lf ^ (0<抑)， 

証明在此引理的条侔下，甚本关系式 (73) 指出： 

SiT 1 ! - (上) 2 < “ ⑷ < fc § 7 ~ T ~ Jkh ^ 

1+ T+r 1+ I +^ 

或 

t M \k + x) (A + ® + l) (^ + a: ) (i + £B + l) ’ 

也就是 

* S ( aT ^ _ ⑷ A+U 

最后得， 

点 < “⑷ < 击， 

引理由此得証. 

引理4 

| o fa (z)dz ^~〔) f 0 0)cfe 0=0, 1, 2,…) • 

証明根据基本关系式(73)，当打>0时 

丄 

.. = S f f„-i(u)du= f /„_ ： ! ⑻ du, 

fc=1 'ir Jo 

因此，用归納法就可証明引理 4. 

定理33的証明.根据条件，函数 A 0) 可微，这說明当0<» 




第三阜 連分数的度量理論 
时它速績；如果屯在此区間上还是正的，則屯有一个正的最 / J 、 
値，我們以仰 表示 此値；从条件肌<1)得到 

2 M 


或 


在此設 


現在令 


对兩< 九 ㈤ <了七(料 k 1 ) 


ii^ <Mx)< i ( h ( 0 辦”， 


一2、 


a ： -2 M . 


/“疋 ) (忠）⑴ 、 Xl ; rt = 0 , 1 , 2,…)、 


由引理3的証明过程吁見，滿见方程 


F 咏令(: Ihd-， 

(这也容易直接驗証）；由此显然吋得，函数序列 

« 竹(>) ，…， q > n { x ), •*• 

滿足方程 (73) , 所以对此 序列而 3 ， 我們由方程 (73) 怍出的一切結 
論都成立,特別足 X 系式 (74). H 此，为簡便起見，和过去一样，令 


w= P 代 + '+h 

我們就有 

根椐明显的不等式 

q n +^q n i<.q ti -\-q n -r<2q n In <p^(u)>0 

我們得到： 


9 >fi (^) > 


扒 ， (■") 


1 




(75) 


iF 


¥ 


• m : 

% 


脅 • 


•% 


* 


M 



§15 高斯 ( Gauss ) 間超和庫茲叫定瑰 
从另一方而来着，屮値定理忾訴我們： 

lio “ z)dz .. 

在此， w 是区間 ( n 贫 ■■ ;_) 内的一点，而 
区間的长度.关系式 (75) 和 (76) 罟訴我們： 


qM ' r ' rqu ') 


( 76 ) 

-是此 


一) — ，.⑷心 >4宽 冰上,，— j - 


(77) 


又因为 M 然冇 

| ^4(4 1 < |/々） 1 +?<#+夕(0<^<1)> 

所以 

\(poW —抑 ty ) 丨 < \u—u r \ 

^ f^+S / 蚌 

十“产了卞 1 ’ 

由不等式 (77) 得： 

?>« ⑷ >| I :御(抽 - 4 ^見， 

在此令 

1 11 

p 0 ( z ) dc . 

Z J a ' 

这样，我們得到： 

完全类似地，在硏究中引入幽数序剡 


> M ®) 


0 


-/„ ⑷(« = 0, 1, 2, -) 


1 + 2： 

幷作类似的討論，我們得到不等式： 

.G — ； , + 2-"- 1 (^ + 0_ 


/«(^)<- 


I +3； 


1 + X 


在此令 
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因为！>0和 V >0, 所以对 T 充分大的《,有 
g < gi <& i<Gf 


和 

又因为 

所以 

在此 


Gx —— g -- (J + V ) +2 —".'/a + GO : 


㈣ =if: =((? 1) 早， 




_ 1 3 n 2 /1 

: j. ——_ _ — J- f 


它是一个正的絕对常数. 

現在槪栝一下我們得到的結果 . fkmf 

击</。⑷ < 击 ，I 翩々 


念</加< 


Gi 

1+^"' 


早学《字孕木亨，竽 f 

… 9<9i<Q[<& M <?i-^<! ；G-(/)5+2-" +2 (^+0)O ( 

現在取函数 /〆 岣代替/。(^作为初始函数，逋复巳进行过的 
討論过程,显然我們得到关系式： 


fh 

1 +疋 




G -2 

T +¥ , 


❶ 我捫将 艰文略加修改.原文为：当 n 充分大吋，有 

</ n (®> < 1 +^ 1 此处汉和口1-£/1<(<3-设)3 + 2-邮01+0. 
—賺者注 


m - 




S 15 高斯 ( Gauss ) PI ) 厘和庫茲 ffl (: liy 3 i > MHn ) 定理 
幷且 

C ? 广办 < (Oi - Ji) S + 2" tl+a + (? x ) t 

在此叱是一个正数，滿足 

I < m - i ® (0 > 怎 S 1) • 

继績此过程，我們得到一般的关系式： 

^_ x ^ fm (^) <_ ^； ：^ (0<忠 <1;『= 0, 1，2，…) 

而且当^>0时 

^ r — 1 c - f}r j 

(? r — 办 < S ( GU —办 -： l )+2 -… Om + Gw ), 
在此， Pr -1 是使不等成 

\ f [ r - l),i (^) <^ r-l (0^£ F <1) 

成立的一个 iE 数.由引理2,我們碍設 

抖 r = ~^ r + 研 (r = 0, 1, 2 , ••■) , 

因此当 n 选得充分大时,布 

/ j , r < 5 M (t = 1, 2, ■*•) ; 

.对 r = l , 2,…， u 連績地运用不等式 (78) 我們得到 
G £ n -^<(^-^) S n +2 -"+ 2 {( M + 2 ilf )8 n - 1 
+ 7 M 8 n ' 2 + 7 MS "- 3 + ■■■+ 7 MB + 7 M }, 
因为 S <1 是一个筢对常数，显然，由此得到： 

在此 A >0 是一个筢对常数，而 B > 0 只依賴于 Jlf 和芦. 
由此首先可以断定, 存在菥 公共的极限 
lim Gn^lim g n = a 

n ~>™ n-»*o 

而且 

o 实际上，栗得到此結論，須作較繁的討論，迪謙說者自己作証明，- 


⑽ 


-譯者注 
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/ ㈣ -击（岭 O , 


(79) 


因此，特別是 


/„! ( 2 )dz—*-a In 2 (rt-^-x). 


所钭,根据引理4 


In 2. 


/ u '». 


最后，設 w < iV < ( U + Ir ; [Al 为根据不等式 (79) 


a ^ 271e < f^)< a+ine 


1+方 


1 H ~3? 


則由引理 3 得 


_a-2B&~ An , , ^+2«^ 

— - 1 十％ 於 一." l-fa ； ■— 


或 


A ㈤ 一 


a I 


1 +怎 


----- Ae~ mvi) ， 


在此令乂 = 2Be \ 我們对充分火的 iV 所姓立的这一不等式 ，显 
然，若适当增加常数牟則$对一切 N > 0 也成立，定理33由此 
完全得証， 

現在來硏究高斯問題幷分 

f n {x) =m n (x) ( 0 <ic < 1 ), 

我們有/。(>)兰1,因此定理33的条伴袖滿足 . 这样，我們得到： 


卜 0)- 

因此用积分法可得： 


( 1 + 疋 ) In 2 


I <A<r w ^ (0< 疋 < ； 1) ， 


(80) 


在此 A 和 X 是： i £ 的絕对常数. M 然，此式不仅証明了高斯的利断, 
而且得到了对余項的良好 的估計❶《 

❶用 P. Uvy 的方法可得到 页好的沾計 ，卽，可証明如下的不等式 
卜⑽-——棋涅坚科注 



% 16 离斯 ( Gaues ) 問題和庫茲明 ( Ky ^ nii ) 定理 
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# •• 


m 


麵_ 


♦ 







現在应用此結果来佔計这样的点集的测度，它的点满足 
a n ^ k t w 是一个很大的数.因为显然条件等价于不等式 


A + 1 


< z n . x ^ 


T J 


所以 


ms 


. k . 


-C)_ 




m f n .. i ( x ) dx f 


由此，据不等式 ( SO ) 得 

-土 2 )〜 


me 


.k, 


In 2 


<- 


,d 


'；(81) 


从这里看来,特別是对数贵 


k . 


, 我們在 §1 2 中已婕立的不 


等式是十分粗隨的，現在我們得到淸确的极限关 系式： 


肌丑 i 


H 


k ( Jc -\-2) 


(抑一 > oo ) + 


'kj ltl 2 

例如，滿足1的点集，玛^时屯的测度趋向数 

Li 4 — In 3 

'— ~ M 2 - ' - 


但是定理33除 f 可) H 来証 明高斯的論断外，还可以由它得到 
为我們今后所需要的疋普遍又极重要的結采.以表乐这 
样的数集的測度， 它的锊 个数構干某个闽定的^級区問，此外，还 
滿足条件〜換言之，札办）是区間 (0, 1) 內滿址条件 

Ctl = Ti, ffg I'a, ■ 1 * ? d}c -= Tit > (82) 

的数集的测度，在此 A, …， 〜是 某呰固定的 f1 然数， n > 0 , 
: C(0<£C<1) 可随意改变. 

显然，为 Y 满足条件(沾），其必要 fl 允分的糸件显滿足： 

1 / . 1 

= ^ : r 2 t . ■ '， A = , ^-\-x < 怎- 1 、 
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在此 r 是某个自然数.由此得到： 


此⑷=；! {^ n - i ( y ) —氣」 0 分^ 1 ) 
因此函数序列见 i ($)， …，]0)，…滿足方程 (73). 
区問，念中的任何数 a 可表成如下形式 


: 7 ^_、 1 十叫 -1 
Wk 1 \ < j [ y-i 7 


办 + ^k r h-l 

当 办 <0,数《应约包含在■之間，因此 

M n (x) = 1 1 — f*±^iL= — ^—— 


MJx)=^e( x, 2, ’.’’ k )hO) (w>0, 0<*<1), 

V ri ; r 2 , ■•■, r k j 

我們得到新的函数序列： 

Zo ⑷， Zi(-0, xJx), ■••； 

这时，显然函数 Z ⑻与对应的 M 数 M ' Jx ) 只差一个常数因子，所 
以它也满見方程 (73). 因为 

1,2> ) .鲁 -I -, 

所以等式 (83) 吿訴我們 




由此得 



务高斯 ( Gauss >問超和庫茲明 （ K 定理 


65 



勝 t 纖 


齡一^ 皆 ' 


⑷ <2, |^(®)l <4 (0分<1). 

这就說叨，对于谢数 /($) 的序列，可以应用定理33,幷月.乂和入 
是艳対常数，它們也不依賴于 r ± , r 2) …，这样，我們得到 


xU ^) =- 


. M \{ X ) 1 

/ 1, 2,~T^fY =~ 

\ •■■yn j 


f +0 Ae ‘ wn ， 


网 <1; 


在区間上財此关系式进行积分，在此 r 为任何自然数， 


r " (i)-^(TTr) = I n { 1+ r(r + 2 ) 
2 ? …汁 \ — 1112 


r ( r + l ) 


Ti, n t n. 


其中 W \< i , 而因为 

O - M ;: 


h 2 , k, k+n+1 
九『2,，”， T , 


㈣ f 1 ， 2 ,…乂 … +i ) 

Tsi, r kf r ) 

本 t 丄吾 k } + ^ ， ) 棚 (1 ， 2, …，” 

、 U r(r+l) / Wi, r 2 , "、 

最后，我們呵将此关系式按变数 A , r 2 ，，. v q 所能取的一切値(从 




86 第三聿連芬数的度最理餘 

1到 CO ) 求和.在此求和的結來屮，叉系式两端的財应指标自然消 
失，所以代替按然順序的指标序列1，2,…， A 我們得到完全任 
意的指标列幷且 h 述关系式对于保留下来的記号 
保持不变.因此/我們得到下而的命题. 

定理 34 存在.这样两个正的絕对常数丄 fU , n x <n 2 < 
* 和任’盘正憋数〜 r 。， …， A , r 


翻 ( 


n lt m £j n t , n t , 

fi , t 2 , •■•, n , ' 

. rt ) 


Injl 


1 


r (r+ 2) 


漏广&， 


In 2 


< 


A 


r(r + l) 


… 一〜一 i _ 


此結果指出，不仅是 E 問 (I 1') 內滿足 - r 的数集的測度 
当时趋向确定的极限； i ( iUL 对 f 这样的数集，在 A 前的元 
素中有某一紐取任意固定的侦, Xa tl = T , 此数集的測度也趋向同 
一极限. 


§ 16 平均値 O 

以上 各节的結果使我們:灯了可能来証明下面的更一般的命 
題. 

定理 36 ^ /(r) r 

Kl . EKlMCIllS , ^ ' ' '***'' 

/(r)<Cr a_S (r 1, 2,...). 

轉 ，亨 i ) (轉 fn 轉利轉 „ 

4 )’， 了.字 * * * * … 


O 本节的結粜可在 "CoTnpositia M.NtliiimaUca” 第一卷上辛鈦的文章 “Met- 
rfooiie KeUenbruchproMeme” 中找到 r 【 W5 . 年 , 361-^382 Bf). - 枯涅®科注 









§16 乎均铳 


?■- i 


+ 777+2 y 
In 2 


(84) 


甲.等式 (84) 心端的級数的收斂性，可由函数 /(_ r ) 的 

条件 “■ 

証明 設： 

[ f(a^)da ■ u k , f {f(a k ) ~-n k }Ha = b Ht 
Jo Jo 

j o {/(a；) -'»-■} {/(a*) --M.*}rfa g {lc , 

2 if ( ,r fi) — M U,,(a) ■ 

由所設函数 /(_ r ) 的性质韩坫断言所打上述积分都存在.事实上， 
因为 

所以 


{fi,r)} 2 <C 2 r l ~ M , 


£{/( 办)： P 也 =|；{/( r )} 2 册奶 

卽积分£{/(<1}恤耵总 义， 山此按照布雅可央斯基 ( ByHSKOB - 

cKHft)- 希瓦尔茲 （ SdwiirU ) 不等式较易証明一切上述积分的存 
在.特別是，由此可得 

〜= f 1 | 

(85) 


«* = j o /(«* )(/« ■ ： ^/j o {/(«*) Yda < 、’仏 . 
其次，当我們显然打 

ffik^ f f(a))f{a k )da - 峽 


^ / i } 

2 /( r )/( s ) S；JJ ? H 

f-d=t \, r t s / 


m ) 


O (84) 式在 端的含 x ； !i : 对好一 t 数 a, 取它的元索 fli, A, -‘ ，， a „ ，再怍出 
去 J]/ ( 叫 ) ■ .—— 譯#注 
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但是根据定理34和§12中的不等式，有 


肌 H 


卜土 ㈣ 叫 

<^ rF -(：) 




(87) 


和 


sub 


k \ ^ i 1 + 


& {^2)' 


< 


In 2 

Aa~~^ if - i _ ( Jii 

S(S + 丄） W . 


( 88 ) 


将不等式〔舫) 乘以浙 y j 幷且将所得結果与不等式 （87) 对比， 
我們得到： ' . 

_(:，:) — ( : )■ ( : ) | 

< 6 A(T T 驭五 （ 必 W_B d 


因此关系式 (86) 吿訴 我們： 


2 f(r)f(sySlK[ 册 A' 
r, s =1 \r / \s / 

<GAe^-^=^ i] /(^/(s'ySK.Bf "); 

7 \r / \sj 

注意到 

盖 /㈠/ ⑷髮 (: X : ) 

同时利用不等式 (85) 之第二式来估訐布端,我們由此得到： 



S 予均锫 


m 


I 細 1 <QA , 

利用估計式(郎)和 ( 89 沁我們得到，当 ? l > m >0: 

[ (s n -s m ) 2 da==[ j X U(^) —ih'iVda 
Jo Jt) lt=jj( 1-1 } 


(89) 


i/l®*c) — Wfc} 2 da 

J J 0 


i=)i, \- i A'=t+1 JO 


^ 心 + 2 i 2 m ) 


+ 12 ylC \ ^ ^ £ 

i --iH + i ifc^-5-l 


、'^ 1 ^' < O z ( n - m ) , (90) 


在此 c 2 是某个新 的正常 数. 

現在以 e n 表东 试問 (0, 1) 中这样的数集，对于$ 

| s „|> ew , 

在此 s 是 IT : 意給定的 IT •:常数.显然， 

f s 2 n 2 3 )fe N , 

Jo Jr„ ■ 

由不等式 (90)( 当 m = 0) _ 吋得: 

[si da 




这样，級数 


w-< 备， 


2 


收斂，因此，正如我們所知，区問 (0, 1) 中几乎一切数都属于有限 
个集合 e n ，(”1, 2, 3,…）.这就意味舂，对于区間 (0, 1) 內几乎 
一切数，当 n 充分大时，有 


、.L 

n 2 


< s ； 


因为 S 可 任葸小 ，所以几乎处处有 


c ^.>- ki.： 
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第三窣連分数的度最理論 


% 


li m 0. 

rt-»™ 

此外，当 y < jv < (« + iy 时公式 ( ㈨ ) 給出: 


( 81 ) 


J o (s x -s nt )da<G,(N - ^ ； K^(2h + 1) <3C,)j. 

以表示区冏 (0, 1) 內这样的数集，这些数使 1 s—v — s „. I >£< 又 
設 

Crt + 丄 -1 

因此当 n ^ N < 化+ 1尸时我們将杏： 

f (〜 —s n ,) a cfot> 丨 (s^-s tr .) 2 <la>s 2 n A ^l6, u N , 

Jo J ^ttiiv 

• ^ i e .a 

.+ gif^r > 

所以級数 i : 骱瓦,收斂.因此，如我們所知，区問 (0,1) 内几乎一 

n i=i. 

切数 只属于 有限个集合瓦 ， 也就:&說，它們只辑于冇限个集合 
en 但该就 意味荇 ，区間 (0, 1:内几乎一切数当™充分大 
及 <0+1尸时都滿足关系式： 

I'V — 〜《丨 <en z . 

換句話說,几乎处处对于充分大的《和 n ^% N < () H -1) 2 都有 


k d , 


-<e; 


又因为 e 可订:； &小 ，所以儿乎处处 fr 

1—。[ n~>^ r #% N < ( n +1 尸]. 
由此再根据 关系式 (91), 砬然 町得，几乎赴处有 

普一 0 ^^^<(« + 1) 2 ] ? 




7 , .. . .• ^ 





: i 

.餐' 




.齒 






Sie 平均値 
由此可見下式成立 

換句話說，几乎处处 _ff 

S / ( a i) " \v i M; (— >0 (iV~>oc). 

但根据时一节的公式 ( SI ) 


(92) 


卜 - 1 -拳 


^/(O 


WE I 


In'1+ "--7 


(r + 2Y'} ! 


In 2 


: Ae -^±^ lJ<Ae -^ 


在此儿是一个新的 _ iK 常数.因此 


%-— 2/( r )- 


In 


| 1+ 7( vW L 


ln2 


所以 




(A—>oo), 


(^ oo ) O , 


从关系式 (92) 珂得： 

fWv 卜 ±f(r) 叶 +^^ 

在区問 ( o , 1) 內几乎处处收立，定理 3 5由此得証. 

从 E 經証明了的定理可以述立連分数的一系列性质（对几乎 
一切无理数成立的）.例如，設 
' O 这是■根据数学#析中的一条定理:若 Hmn,, = 4 
則 lim *■- 

詳細的叙述可参®非赫金讶尔 S : “ S 积分学敎程”， 龙京 高等教育出版 社， 105(!, 第 
一卷第一萆第二节.一譯考注 
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顯 



苐二章連芬数的度 理鑰 


f ( r ) =1 当 r ^左：和 /( r )=0 当 r = hk t 
这里 ft 是某个(任意的）自然数.以然，这时总和 


也， (*) ^2/(«0 

f=t 

乃是这样的数，它表承在所給迚分数甜 n 个元素中遇到数&的次 
数 .而 比例式 . 


n n 

吿訴我們字竿兮零 fijfu 个年 f •十聲 * ㊉誓字;报后，极限 

lim == d(Is) 

fl -400 H 

如果存在，自然可以把它解釋为吁，竿兮零号 f 字寧零宁琴* 

ME . ' ' ' ' ' 

.* i 为我們所定义的函数 /(_ r ) M 然滿足定理35的全部要求， 
所以根据定理36我們断言 ， k w 

不仅如此，此定理还 “airi 雈士 
乎处处有： 


m 


In 4- ln 3 

~~ IS 2 ~ .. 


, d (2) 


M — ln 8 , , (3) ^ lol 6-, a 15 


In 2 


1 ji 2 


等等.这就是說，任何一个然数，屯作为元素出現的次数的平均 
隹,在几乎一切数的展开式中都相同， 

我們还得到另一个有 M 的結果，設 

f ( r ) =lnr (r = l , 2, 3,…)； 

显然，定理35的全部条件都滿足； ㈤ 此我們得到，几乎处处 

^-(― ) 

或 

Inr 

_ r i» f* H \ j„2 

l\ 'l 1 + 7^+27}. 








这样 ， Bif n AJTif 巧亭序斧 

* … • * 

sV+t^^WK'; 2 , 6 ' 

显然，定理 36 还可以对其他的平均値序列建立类似的結果. 
但是当涉及算术平均値 

结叫 ㈣ 

时，就不可能用此方法来硏究了，因为对应的函数 /( r ) = r 不滿足 
定理 3 B 的条件.伹是从較簡单的考虑屮容易看出，表达式(的)几 
乎处处不可能存在有限的极限.事实上，根据定理30(§13)几乎 
处处对于无穷个 n 値我們有 

dn^nlnrbf 

这就意味着,更应有 

因此土2兩 > ln 竹. 

4=i n <=i 

这样， （93) 所表示的量儿乎处处无界，因此，正如我們 a 經料 
到的那样,玄不可能有有限的极限. 



